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אלגוריתמים  - מושג הגרף : 1הרצאה 

מסלולים ומרחקים  - על גרפים 

  בגרפים

מושג הגרף, דון בהרצאה זו, ציג את 

 באלגוריתמים המקבלים גרפים כקלט

  .אחד מסוג זהולמד אלגוריתם 

  ההרצאה תכלול את הסעיפים הבאים:

  הקדמה והגדרות פורמליות.  .1

 ייצוג גרפים במחשב.  .2

 ומרחקים.הגדרת מסלולים  .3

 הצגת בעיית המרחקים. .4

 .BFSאלגוריתם הדגמת  .5

  עמוס ישראלי פרופסור  - 1 הרצאהב באלגוריתמים 
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  הקדמה לושא הגרפים

הגרף הוא אחד המבים הכי שימושיים 

במדעי המחשב. שימושיו הם רבים 

  מספור.

גרף הוא אוסף  באופן בלתי פורמלי:

(או צמתים קודות הקרויות 

או  nodes) ובאגלית קודקודים

vertices י צמתים תיתכןבין כל ש .

  .arcאו  edge) ובאגלית צלע(או  קשת
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  דוגמאות

כל מחשב הוא  - רשת תקשורת  .1

  . קשתכל קו תקשורת הוא צומת 

כל רכיב הוא  - מעגל אלקטרוי   .2

  .קשת) הוא Bus, כל קו (צומת

כל עיר היא  - מפה גיאוגרפית  .3

  . קשתכל כביש הוא  צומת

כל תפקיד הוא  -טבלה אירגוית  .4

  .קשתכל כפיפות היא  צומת
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  הגדרות פורמליות

  1.1הגדרה 

זוג הוא  גרף .1 EVG , . 

הוא יחידת הבסיס של כל  הצומת .2

 גרף. 

  קבוצת כל הצמתים מסומת   .3

מספר הצמתים סופי ואפשר . V-ב

-לסמם ב n,...,2,1  או  

-ב nvv ,...,1. 

 אם זוג צמתים.היא  קשת .4

1 2,v v V  סמן 21,vve  

 1vמחברת את   eאמר שהקשתו

שי צמתים שבייהם יש  .2vעם 

 סמוכיםקשת קראים 

(Adjacent).  
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  (המשך) 1.1הגדרה 

קשת  .5 21,vv  יכולה להיות

 .לא מכוותאו   2vאל  1vמ מכוות

  מסומת  הקשתות כל קבוצת .6

  .E-ב

לא ( מכווותגרף שכל קשתתותיו  .7

גרף מכוון (לא ) קרא מכווות

   מכוון).
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  1.2ה הגדר

  לא מכוון. הוא גרף  Gלהלן יח כי 

 vמספר הקשתות הוגע בצומת  .1

ומסומן ב  vשל דרגה קרא ה

 vdeg.  

היא קשת  לולאה עצמית .2

 vve ,  .מצומת אל עצמו 

קרויות   2eו 1eשתי קשתות  .3

אם  מקבילות 211 ,vve   וגם

 212 , vve .  

  שוות.הן קשתות  2eו  1eשימו לב: 
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  1.3ה הגדר

שאין בו קשתות  לא מכוון גרף .1

מקבילות ולולאות עצמיות קרא 

  גרף פשוט. 

כל הגרפים בקורס הם  שימו לב:

(אלא אם אמר  פשוטיםגרפים 

  אחרת).

גרף פשוט  .2 EVG , מלא וא ה

(Complete)  י צמתיםאם לכל ש

Vba ,  הקשת  Eba ,.  

  1.4אבחה 

מספר הקשתות  -מספר הקשתות 

  הוא  לא מכוון ופשוטהמכסימלי בגרף 

 
2

1||||  VV
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  לגרף דוגמא

 cbaV ,,  
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  ייצוג גרפים במחשב

יהי  EVG  Gאת  כדי לייצגגרף.  ,

במחשב עליו לאחסן מיידע אודות 

וקבוצת הקשתות  Vהצמתים  קבוצת

E . ייצג בעזרת את קבוצת הצמתים

מערך בגודל  V  שמור ערכים בו

שוים המתייחסים לכל צומת. דרך 

עצם אחרת היא לייצג כל צומת כ

עצמים ולשמור מערך של  )אובייקט(

    אלה.

ישן כמה שיטות לייצוג קשתות הגרף. 

ת שיטת רשימואו תאר כעת את 

בשלב מאוחר יותר ציג גם השכים. 

  .שיטת מטריצת הסמיכויותאת 
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  ייצוג גרף על ידי רשימת שכויות

 (Adjacency Lists)רשימת שכויות 

  היא דרך לייצוג גרפים בזכרון המחשב. 

מיוצגים על ידי  גרףבשיטה זו, צמתי ה

nVבגודל עצמים מערך  || . לכל (עצם

שהיא   רשימת שכיםהמיצג) צומת יש 

מקושרת של עצמים שכל אחד מהם 

  את אחד משכי הצומת.  מייצג
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  דוגמא

בתרשים המופיע להלן, מיוצג הגרף 

  מופיע בדוגמא. הלא מכוון אשר 

1

2

3

3

4

3

4

2

4

5

1

1 2

5

  
מחובר לצמתים  1או רואים כי צומת 

, 5ו 4מחובר לצמתים  2, צומת מס' 4ו 3

 1מחובר לצומת מס'  3צומת מס 

  ולעצמו וכן הלאה.
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  דוגמא

יש להציג אלגוריתם המקבל גרף כקלט 

ומדפיס את כל צמתי הגרף ואת כל 

הקשתות שלו, כאשר כל קשת מודפסת 

  פעם אחת בלבד. 

גרף הקלט מיוצג על ידי רשימת 

  סמיכויות.

  תאור האלגוריתם

עבור על מערך הצמתים, לכל צומת 

  , בצע: Vv, במערך

  .vהדפס את שם הצומת,  .1

v ,לכל קשת הוגעת ב .2 vu, 

vuאם    הדפס את הקשת vu,

.  
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  איך האלגוריתם מתבצע?

מיוצג על  Gאו מיחים כי גרף הקלט 

  ידי רשימת סמיכויות.

מערך האלגוריתם מקבל מצביע אל 

על ידי  ,על צמתי הגרףעובר והצמתים 

  מעבר על מערך הצמתים.

על רשימת , עוברים vלכל צומת 

, u ולכל צומת vהצמתים השכים של 

בודקים האם הקשת , vשכן של  vu, 

האם  עוד לא הודפסה, על ידי בדיקה

vu  אם כן, מדפיסים אותה .  

  

ברור כי  האלגוריתם:כוות 

האלגוריתם מסתיים וכי כל צומת וכל 

  קשת מודפסים בדיוק פעם אחת.
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  סיבוכיות האלגוריתם

  תזכורת

, היא Alסיבוכיות של אלגוריתם 

 פוקציה מתמטית המתאימה לכל

את זמן הריצה המירבי  ,nטבעי  מספר

  . nעל קלט בגודל  Alשל 

כדי לדון בסיבוכיות האלגוריתם יש 

לדון בגודל הקלט. כאשר הקלט הוא 

גודל הקלט הוא גודל קבוצת  גרף

nVהצמתים  ||  ועוד גודל קבוצת

mE הקשתות || .  

או בטא את סיבוכיות האלגוריתמים 

||ושל  V||שפתח כפוקציות של  E.  

שים לב כי בדרך כלל מתקיים 

|||| EV  .  
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  הערכה פשוטה

  בדוגמא שלו, האלגוריתם

עובר על כל אחד מן הצמתים בדיוק 

, האלגוריתם vפעם אחת. לכל צומת 

  .vעובר על כל השכים של 

צמתים ולכל צומת יש לכל  V||יש 

היותר  ||1|| VOV   ים. מידשכ

ובע כי סיבוכיות האלגוריתם היא 

 || 2VO.  
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  הערכה משופרת

עליו לסות למצוא את הסיבוכיות 

||ושל  V||כפוקציה של  E.  

במקום לחסום את מספר הפעמים 

בהם עוברים בלולאה הפימית, חשב 

  מספר זה במדויק:

עבור כל מעבר בלולאה החיצוית 

רשום את מספר המעברים בלולאה 

  הפימית: 

 במעבר הראשון 1deg v .פעמים  

במעבר השי       2deg v .פעמים  

...  

i          במעבר ה ivdeg .פעמים  
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בסך הכל, בכל המעברים בלולאה 

  :החיצוית עוברים בלולאה הפימית

 


||

1

deg
V

i
iv  

שים לב, כי סכום זה, שוה בדיוק 

לסכום מספר האיברים בכל רשימות 

  השכים.

בשתי  בדיוקמאחר שכל קשת מופיעה 

רשימות, פעם אחת עבור כל צומת 

קצה, קבל כי מספר המעברים הכולל 

2||בלולאה הפימית הוא  E .  
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  לסיכום

 על כל צומת עוברים פעם אחת 

באתחול ופעם אחת בסיור (בלולאה 

 . החיצוית)

 בסיור  על כל קשת עוברים פעמיים)

 .בלולאה הפימית)

מכאן: סיבוכיות האלגוריתם היא 

 |||| VE   .  
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  תת גרף: 1.4הגדרה 

יהי  ,G V E  גרף. גרף

 ', 'H V E  של  תת גרףהואG  אם

  מתקיים:

1. VV '.    

2. ''' VVE   וגםEE ' 

  סימון

מסמים  Gהוא תת גרף של  Hאם 

GH .  

  שימו לב

לקחות מבין  H קשתות שלה

צמתים אשר מחברות  G הקשתות של

  .בלבד H של
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  בגרף מסלול: 1.5הגדרה 

Vdcיהיו  .1 ,  י צמתים בגרףש

G .0מסלול מv ל אlv  הוא סדרת

  קשתות:

),(),...,,(),,( 12110 ll vvvvvv   
כאשר הקשת הראשוה וגעת 

הקשת האחרוה וגעת  ,0v בצומת

, וכל קשת במסלול lv בצומת

  אל הקשת הקודמת לה.  סמוכה
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  שימו לב

מכוון או דרוש כי כל בגרף  .1

הקשתות במסלול תהיה מכווות 

 צומת הראשוןמן ה באותו הכיוון:

 צומת האחרון.במסלול, אל ה

מספר מוגדר כ אורך המסלול .2

 הקשתות במסלול. 
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  (המשך) 5.1הגדרה 

מספר מוגדר כ אורך המסלול .2

  הקשתות במסלול.

lvv אם .3 0 אזי ,  מעגל הוא

(Cycle) . 

פשוט יקרא  מסלול (מעגל)  .4

(Simple)  אם אף צומת לא מופיע

 יותר מפעם אחת.  -ב
יהיו  .5 1 2, ,..., lv v v  ו-

 1, ,...,l l l mv v v    יש

מסלולים בגרף  ,G V E  גדיר

-ו של המסלולים השרשור את 
  כמסלול

 0 1 1, ,..., , ,...,l l l mv v v v v   
.  
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  מרחקים בין צמתים: 1.6הגדרה 

יהי  ,G V E  גרף קשיר ולא

lvvvממושקל ויהי    ,...,, ,10  
  .G-במסלול 

כמספר יוגדר   אורך המסלול 

  .l||, וסמן lהקשתות במסלול, 

 vלבין הצומת  uבין הצומת  המרחק

 uבין  אורך המסלול המיימלימוגדר כ

  . vלבין 

|)(|min),(  vu 

 מ מסלולu  אלv  
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  1.3 למה

יהי  ,G V E  גרף כלשהו ויהיו

Vvv l ,0 .י צמתים כלשהםש  

lvvvיהי  ,...,, 20  קצר מסלול

, כלומר: lvלבין  0vבין  ביותר

   l

l

i
ii vvvvw ,,|| 0

1

0
1  




 .  

jiijיהי  vv ,..., ,lji 0 תת ,

הוא  ij, אזי מסלול כלשהו של 

  .jvאל  iv-מסלול קצר ביותר מ
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  הוכחה

יח בשלילה כי קיימים שי 

j ,lji-ו iאידקסים,  0  כך

 jvאל  iv, מijשקיים מסלול 

||||המקיים:  ijij  .  

 0v-מ 'במקרה זה, תבון במסלול 

  המוגדר כך: lvאל 

   0' ,..., ,...,i ij j lv v v v    

|'|||מקיים ה  , כי לפי  סתירה

הוא מסלול קצר   החתו הראשוית,

  .lvאל  0v-ביותר מ

  מש"ל
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  סיכום

בהרצאה זו, הגדרו גרפים לסוגיהם 

השוים. לאחר מכן הגדרו מסלולים 

  ומרחקים בגרפים.

מטרתו בקורס היא לסקור 

אלגוריתמים שוים המקבלים גרפים 

כקלט. כדי לבצע זאת קבעו למצוא 

  תקית לייצוג גרפים במחשב.דרך 

לאחר מכן הצגו את בעיית חישוב 

  המרחקים בגרף לא ממושקל.

סיימו את ההרצאה בהדגמת 

אותו ציג באופן  BFSאלגוריתם 

  פורמלי בהרצאה הבאה.
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לא  בגרפים חישוב מרחקים: 2רצאה ה

  ממושקלים

 ,סיורדון באלגוריתם בהרצאה זו 

) Breadth First Searchלרוחב (

   .BFSהמכוה 

לאחר חזרה קצרה, ציג את 

האלגוריתם, וכיח את כוות 

  ותח את הסיבוכיות שלו.

  

  2.1הגדרה 

גרף  .1 EVG אם בין  קשירהוא  ,

Vvuכל שי צמתים  ,  יש

 .מסלול

גרף  .2 EVT אם הוא עץ הוא  ,

   קשיר וחסר מעגלים.
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  : עץ פורש2.2הגדרה 

יהי  EVG , .גרף קשיר  

יהי  ', EVT   תת גרף שלG :המקיים  

וגם קבוצות הצמתים  עץהוא  T הגרף

  שוות. Tושל  Gשל 

   עץ פורשהוא  Tבתאים אלה הגרף 

)Spanning Tree (של הגרף G.  
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  : עץ מרחקים2.2הגדרה 

יהי  ,G V E יהי  ,גרף קשיר

 , 'T V E  עץ פורש שלG  ויהי

Vs  צומת כלשהו בגרףG.  

 Gעץ מרחקים ביחס לגרף  הוא T עץה

  מתקיים:אם  Vsולצומת 

   Vvלכל צומת 

   vsvs TG ,,    

שווה  vלבין  sבין  G-בהמרחק  כלומר

  .vלבין  sבין  T-למרחק ב
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  הבעיה החישוביתהגדרת 

בהרצאה זו דון בבעיה החישובית 

  הבאה:

  קלט

גרף לא מכוון  .1 ,G V E .  

 . Vsצומת  .2

  פלט

משתה  Vvלכל צומת  .1 vd 

  המקיים: 

   vsvd G ,  

  ביחס  Gעץ מרחקים של  .2

s ,לצומת  , 'T V E.  
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  אפיון האלגוריתם

מקבל כקלט גרף  BFSאלגוריתם 

כוון או לא) (מ EVG ,  וצומת

Vs, לכל צומת  ומחשבVv:  

משתה  .1 vd  :המקיים  

   vsvd G ,  

משתה  .2 v המקיים:  

vלכל צומת  V , הקשת

  ,v v  ההיא קשת אחרו

 vאל הצומת  sבמסלול מן הצומת 

שארכו  d v . 
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  שימו לב

המסלול הזה הוא מסלול מיימלי בין  .1

 . vלבין הצומת  sהצומת 

תהי  .2   ' ,E v v v V s   .  

הגרף  , 'T V Eעץ וה ו, מה

 .sביחס לצומת  Gמרחקים של 
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  BFS - מבי תוים 

  :שמור vלכל צומת 

משתה  .1 vd  המיועד לחישוב

בסוף הביצוע . s-מ vהמרחק של 

תקיים מ   vsvd ,.  

משתה  .2 v ןוהמיועד לאחס 

 s-(חלק מ) מסלול קצר ביותר מ

. בסוף הביצוע, vאל  v  מאחסן

האחרון ( vשל  הקודם הצומתאת 

 sבמסלול קצר ביותר מ )vלפי 

 . vאל 
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  (המשך) BFS  - מבי תוים 

משתה  .3 vcolor :המוגדר להלן 

, שלב בביצוע האלגוריתם בכל

צמתי הגרף מחולקים לשלוש 

 קבוצות:

 יםשעוד לא התגלו.צמתים  לב 

 צמתים שהם וכל - שחורים   

  שכיהם כבר התגלו.                 

 אך  שהתגלו צמתים – אפורים

  התגלו. טרםחלק משכיהם 

  

  Qהתור 

 בוסף, האלגוריתם משתמש בתור

)FIFO( Q , הל  את קבוצתכדי ל

  הצמתים האפורים.
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  תיאור האלגוריתם

, dאו מיחים שהגרף תון ושהשדות 

ו ,-Color וכבר הוגדרו. כמו כן, א ,

  מוגדר גם הוא. Qמיחים שהתור 

בתחילת האלגוריתם מופעלת השיטה 

 , ,BFS Initialize V E s מאתחלת ה

  את כל המשתים שהוספו לגרף. 

הסיור עצמו מבוצע על ידי השיטה 

 , ,BFS Op V E s להלן מובא קוד .

  :האלגוריתם

  

  

  

  

 BFS: 2.1אלגוריתם 

 , ,BFS V E s  

    , ,BFS Initialize V E s  

    , ,BFS Op V E s  
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  אתחול- האלגוריתם תיאור 

svלכל צומת  בתחילת הביצוע,  ,

 vs,  ו ידוע ולכן ערךאי vd  הוא

 ערך , v  הואNull  והצבע שלv 

הוא לבן כל הערכים האלה ישתו 

מצא  v. כמו כן, הצומת סיורבמהלך ה

  . Qמחוץ לתור 

ידוע כי   s עבור הצומת  0, ss  וכי

ולכן קבעים  צומת קודם אין sל

-ל Null-ו 0הערכים  sd ול- v 
 לא ישתו יותר.בהתאמה. ערכים אלה 

והוא  אפור לקבע  sכמו כן, צבעו של 

  .Qמוכס אל התור 

  בשקף הבא מופיע קוד האלגוריתם. 
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  האיתחול  - הקוד 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

BFS : אתחול 2.2אלגוריתם 

 , ,BFS Initialize V E s  

Q  

for each vertex    sGVv 
       whitevcolor   

      Nullv    

      vd  

End_for 

  grayscolor   

  Nulls   

  0sd   

 .Q Enque s  
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  סיורה - תיאור האלגוריתם 

מפי  לרוחב סיורהאלגוריתם קרוי 

 לרוחב הגרף.שהוא מתקדם 

 האלגוריתם פועל ב"פאזות" כאשר

, כל הצמתים  iפאזה בתחילת 

, מצאים iהוא  sשמרחקם מן הצומת 

"שכבה הבשם בתור. קבוצה זו מכוה 

האלגוריתם  i-במהלך הפאזה ה ." i-ה

  כל הצמתים שמרחקם "מגלה" את 

 ,, מכיס אותם לתור1iהוא  s-מ

ובמקביל מוציא מן התור את הצמתים 

. בסוף הפאזה, כל iהוא  s-שמרחקם מ

 1iהוא  s-הצמתים שמרחקם מ

ואלה הם הצמתים   Qמצאים בתור

  . Q-היחידים ב
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  תיאור מפורט של פאזה

מתבצע  סיורה במהלך כל פאזה,

באיטרציות: בכל איטרציה, מטפלים 

בצומת המצא בראש התור. יח כי 

. במהלך האיטרציה, רשימת  u זהו

סרקת, וכל שכן  uהשכים של הצומת 

v ,צבע באפור ומתבצע שצבעו לבן  

   
  uv

udvd





1

  

  .Qמוכס אל התור  vצומת וה

 u לאחר שכל הרשימה סרקה, הצומת

  צבע לשחור ומוצא מן התור.

ביצוע האלגוריתם מסתיים כאשר 

  התור מתרוקן.
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  סיורה - הקוד 

 Op-BFS: 2.3אלגוריתם 

 , ,BFS Op V E s  
0phase  

while Q    
   while   d head Q phase  
       .u Q deque  
      for each  v adj u   
          if  color v white  
                 grayvcolor   
                   1d v d u   
                v u   
                .Q enque v  
           end_if 
      end_for 
            blackucolor   
    end_while 
    1 phasephase  
end while 
end 
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  האלגוריתם הוכחת כוות

  ההוכחה תערך בשלושה שלבים:

הוכחת למה (משפט עזר) בוגע  .1

 לתכוות כלליות של גרפים. 

 הוכחת למה בוגע לאלגוריתם. .2

 הוכחת משפט הכוות.  .3

  

   שימו לב

האלגוריתם פועל הן על גרפים לא 

  מכווים והן על גרפים מכווים.

או וכיח את כוות האלגוריתם עבור 

גרפים פשוטים, לא מכווים, וקשירים. 

הכללת ההוכחה לגרפים מכווים איה 

    קשה.
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  2.1 הגדרה

פשוט,  צומת כלשהו בגרף Vsיהי 

 לא מכוון, וקשיר EVG , . 

 ,s ביחס לצומת, i-ה ההשכבגדיר את 

קבוצת כל הצמתים שמרחקם מן כ

  .-iLסמן קבוצה זו ב .iהוא  sהצומת 

 שימו לב

    svsvL  0,:0   

  : ,iL v s v i   
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  2.1למה 

vיהי  V s שימו לב , צומת שרירותי .

 כי  0,  lvsאזי .,   

, יש לפחות שכן  vלצומת  .1

המקיים  uאחד 

  1,  lus  .  

המקיים  u, אין אף שכן vלצומת  .2

  1,  lus  . 

המקיים  u, אין אף שכן vלצומת  .3

  1,  lus .  

   שימו לב

מצאים כולם בשכבות  vהשכים של 

1,,1  lll.  
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  הוכחה

תון כי  .1  0,  lvs מן .

, ההגדרה ובע כי קיים מסלול 

,ובו לפחות קשת אחת.  vאל  sמ

v ילפ -הצומת האחרון ב uיהי 

 . אפשר להוכיח (תרגיל בית) כי

  1,  lus  

המקיים  uשכן  vאם היה ל .2

  1,  lfus היה מסלול ,

lfשארכו  vאל  sמ 1 

בסתירה להחה כי   lvs ,  . 

, מתקיים: vשכן של  ,uלכל  .3

    11,,  lvsus .  
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  22.למה 

   יםהמשת , ערכיVvלכל צומת 

 vd, ו - v לכל היותר פעם  יםמשת

  .סיורהאחת במהלך 

  הוכחה

  מיידית מן הקוד. תובעהטעה 
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  משפט

, יש רגע BFS, במהלך ביצוע 0lלכל 

1l-יחיד, עם תום הפאזה ה  בו  ,

  מתקיימות הטעות הבאות:

, המקיים vכל צומת   .1  lvs ,  ,

, צבעו אפור, Qמצא בתור 

 ומתקיים:

    vslvd , 

  אם  0, vs קיים  יאזu 

המקיים   uv   כאשר

    1,1,  vslus .  

  יש מסלול באורךl  ביןs  אלv כל ו

  הקשתות במסלול הן מהצורה 

    xx ,.   
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, המקיים v. כל צומת 2  lvs ,    ,  

   , צבעו Qמצא מחוץ לתור    

 שחור,ומתקיים:    

    vsvd , 

  אם  0, vs  אז  uv   כאשר   

       1,,  vsus . 

, המקיים v. כל צומת 3  lvs ,  ,   

  , צבעו לבן, Qמצא מחוץ לתור    

 ומתקיים:    

   vd   

   nilv   
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   )lהוכחה (באידוקציה על 

  )0lבסיס (

הוא  0הוא  sהצומת היחיד שמרחקו מ

s  ,עצמו. ברגע שהאתחול מסתייםs 

 ומתקיים: מצא בתור  0sd ,

  NILs  ו  greyscolor  .  

אל  sהמסלול הריק הוא מסלול מ

) הקשתות שלו הן מן 0עצמו וכל (

הצורה   vv ,.  

כון באופן ריק, כי אין אף  2סעיף 

המקיים   vצומת   lvs ,.  

v ,svלכל צומת   ,v  מצא מחוץ

לתור ומתקיים:  whitevcolor   

  vd  דרש על ידי סעיף3כ .  
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  צעד האידוקציה

מתקיימים עם  1,2,3יח כי סעיפים 

lעבור  BFSבביצוע   l -תום הפאזה ה 

  .   0l, כלשהו כאשר 

BFSשל ה l-באותו רגע, כל השכבה ה 

, כל הצמתים  , Qמצאת בתוך התור

בשכבות הקודמות, צבועים בשחור, 

וכל הצמתים בשכבות הבאות צבועים 

 Qבלבן, עדיין לא כסו אל התור 

  . וסימום הוא 
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  צעד האידוקציה (המשך)

  ברצוו להוכיח כי עם תום הפאזה 

 1,2,3של האלגוריתם, טעות  1l -ה 

. תבון בפעולות  1lמתקימות עבור 

,  1l -המתבצעות במהלך הפאזה ה 

בה עוברת לולאת האלגוריתם  על כל 

הצמתים המצאים בתור בתחילת 

  הפאזה:

   u, הצומת uעבור כל צומת כזה, 

סרקים וכל  uמוצא מן התור, שכי 

, שצבעו לבן, מוכס אל vאחד מהם, 

התור, צבע באפור, ומקבל ערכים 

  1 lvd ו ,-   uv  .  
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   )lהוכחה (באידוקציה על 

  צעד האידוקציה (המשך)

, מוצא מן התור uלאחר מכן, הצומת 

  וצבע בשחור.

עליו להוכיח כי עם תום הפאזה, 

לאחר שהאלגוריתם עבר על כל אחד מן 

שמצאו בתור  lהצמתים המסומים ב 

, Vvבתחילת הפאזה, כל צומת 

מקיים את התאי המתאים למרחקו 

  . sמן הצומת  vשל 
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  1הוכחת 

מקיים  vאם   1,  lvs :אזי ,  

לפי החת האידוקציה, בתחילת 

 1למה . לפי היה לבן vהפאזה צבעו של 

, המקיים wיש לפחות שכן אחד  vל

  lws , ,דוקציהחת האילפי ה .

בתחילת הפאזה, כל הצמתים אשר 

.  ,Qמצאים בתור lהוא  sמרחקם מ

, הצומת הראשון בתור המקיים uיהי 

  lus ,  וu  שכן שלv  .  

wu יתכן כישימו לב: (  (.   
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מוצא מן התור, שכיו  uכאשר 

, אשר לפי החת  vסרקים והצומת  

האידוקציה, צבעו עד אותו רגע הוא 

, המשתה לבן, צבע לאפור vd  מקבל

ערך ו ,  1lאת הערך  v  קבע  

  .  uל

   לפי החת האידוקציה יש מסלול 

, וכל l||המקיים:  uאל  sמ 

הן מן הצורה  הקשתות במסלול 

  xx , ן במסלולתבו  . vu, :

וכל הקשתות בו הן מן  1lארכו הוא 

הצורה   xx , דרש בסעיף כ1.  
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  2הוכחת 

מקיים  vאם   1,  lvs  אזי לפי ,

החת האידוקציה, מתקיים   vd 

ו  nilv   וערכים אלה מקימים את

. לפי 1lהדרישות בתחילת הפאזה ה

, ערכים אלה לא ישתו יותר 2 למה

ויקיימו אותן הדרישות בסוף פאזה ה

1l ו להוכיח כי בסוף הפאזהותר ל .

הוא שחור. אם  v, צבעו של 1l -ה 

  lvs , ובעת מיידית ההטע ,

מהחת האידוקציה. אם   lvs , ,

הטעה ובעת מפעולת האלגוריתם 

, כפי שתוארה 1l -במהלך הפאזה ה  

  בפתיחת ההוכחה.
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  3הוכחת 

אם   1,  lvs חתאזי לפי ה ,

 1l -האידוקציה, בתחילת הפאזה ה 

  כל הטעות מתקיימות.

אין אף שכן  v, לצומת 1למה לפי 

ומכאן,  lקטן או שווה ל  sשמרחקו מ

לפי החת האידוקציה, בתחילת 

אין אף שכן  v,לצומת  1l -הפאזה ה 

, FIFO. מכיוון שהתור הוא Qבתור 

, לא ישמש vברור כי אף שכן של 

. 1l -במהלך הפאזה ה  uיד קבתפ

לא ישתו במהלך  vומכאן: ערכי 

הפאזה וכל דרישות המשפט יתקיימו 

  .       1l -גם בסוף הפאזה ה 

   מש"ל                  
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  ץ פורשעהגדרת 

גרף לא מכוון  EVG קשיר הוא  ,

(Connected)  י צמתיםאם בין כל ש

  יש מסלול. G -ב 

 (Acyclic)חסר מעגלים הוא  G גרף

  אין אף מעגל. Gב  אם

 עץ EVT קשיר  לא מכווןהוא גרף  ,

  וחסר מעגלים.

יהי  EVG   גרף לא מכוון וקשיר. ,

  העץ ', EVT   

 Tקבוצת הצמתים של (שימו לב: 

  ) Gלקבוצת הצמתים של שווה 

  אם  Gפורש את הגרף 

EEמתקיים  '.
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  עצי מרחקים

יהי   EVG גרף קשיר ויח כי  ,

 ', EVT  פורש של  עץהואG .  

 העץ ', EVT  עץ מרחקים ביחס הוא

  אם מתקיים: Vsולצומת  Gל

   Vvלכל צומת 

   vsvs TG ,,    
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  תוצאה

מחשב כוה את  BFSאלגוריתם  .1

אל  sהמרחקים מצומת המקור 

  כל שאר הצמתים בגרף. 

   קבוצת הקשתות  .2

   sVvvvE  ,,'      

מהווה עץ מרחקים, כלומר: לכל 

, קבוצת הקשתות Vvצומת 

 vאל  sמכילה מסלול היחיד מ 

ומסלול זה הוא מסלול קצר 

  .vאל   sותר מבי

  הוכחה

צומת שרירותי ויח כי  Vvיהי 

  lvs ,.   
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 lלפי המשפט, במהלך הפאזה ה .1

קבע   lsd  הערך  2למה . לפי

של  vd  ה שוב במהלךלא ישת

  האלגוריתם. 

 vאל  sלפי המשפט, יש מסלול מ .2

וכל הקשתות בו הן מן  lשארכו 

הצורה   vv , .  מאחר ולכל

v Vv  ,svצומת,    מתאימה

בדיוק קשת אחת, בקבוצה 

   sVvvvE  ,,'   

||1יש  V   קשתות. באחת

ההרצאות הבאות, וכיח כי 

 קבוצת קשתות כזו מגדירה עץ.

  מש"ל                                           
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  הסיבוכיות - לרוחב  סיור

הסיבוכיות של אלגוריתם תזכורת: 

היא פוקציה המתאימה לכל גודל קלט 

  את זמן הריצה המתאים.

באלגוריתם, אשר הקלט שלו הוא גרף, 

גודל הקלט מתבטא על ידי גודל קבוצת 

||קשתות  E  וגודל קבוצת הצמתים

||V.  

או בטא את סיבוכיות האלגוריתמים 

||ושל  V||שפתח כפוקציות של  E.  

ך כלל מתקיים שים לב כי בדר

|||| EV  .  
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  הסיבוכיות - לרוחב  סיור

 עלות האתחול היא :1טעה  ||V.  

  מיידית.הוכחה: 

כל צומת צבע פעם יחידה  :2טעה 

  לאפור ופעם יחידה לשחור.

  מיידית. הוכחה:

האלגוריתם עובר בדיוק פעם  :3טעה 

  אחת על כל רשימת שכויות.

  מיידית. הוכחה:

א הי BFSסיבוכיות  :4טעה 

 |||| EV  .  

  מיידית. הוכחה:
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  סיכום

בעיית חישוב  חזרו אלבהרצאה זו, 

המרחקים בגרף לא ממושקל ופתרו 

  לרוחב. סיוראותה בעזרת אלגוריתם 

ההרצאה הסתיימה בהוכחת כוות 

  האלגוריתם ובחישוב הסיבוכיות שלו.

עץ מרחקים לאחר מכן, הגדרו 

מחשב עץ  BFSאלגוריתם והוכחו כי 

  מרחקים של גרף הקלט.
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  םרפים ממושקליג: 3הרצאה 

 בגרפים ממושקליםבהרצאה זו, דון 

בהם לכל קשת צמוד מספר הקרוי 

במהלך ההרצאה דון  .אורךאו משקל 

  בסעיפים הבאים:

  הגדרת גרפים ממושקלים .1

  ומרחקים בגרפים ממושקלים.

המקבל  Dijkstraאלגוריתם  .2

 תפוקצייעם כקלט גרף ממושקל 

 מקור וצומת ,משקל חיובית

צומת בגרף את  ומחשב לכל

  .צומת המקורהמרחק מ
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  גרפים ממושקלים

הוא שלשה,  גרף ממושקל wEVG ,, 

כאשר  EVG ,  הוא גרף  

w: -ו E R  קצייהיאמשקל  תפו

הערך  את, Eeלכל מתאימה אשר 

 w eקרא או( המשקל . ערך זה 

  .wשל האורך) 

  

למקרים  מצויןגרף ממושקל הוא מודל 

בהם קשרים בין איברים שוים אים זהים 

מרחק כמו במקרה שקשת מבטאת 

, מחיר למעבר מקודה לקודה, גיאוגרפי

וכדומה. ,עלות של שיוי במצב
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  מרחקים בגרפים ממושקליםמסלולים ו

  4.1הגדרה 

יהי  .1 wEVG ,,  גרף ממושקל לא

luuuמכוון. יהי  ,...,, 10  מסלול

יוגדר  אורך המסלול   .Gבגרף 

  כסכום משקלי קשתות המסלול. 

 





1

0
1,||

l

i
ii uuw  

u,לכל שי צמתים  .2 v V  המרחק

  מוגדר על ידי v ביןל uבין 

|)(|min),(  vu 
             מ מסלולu  אלv  

להגדרה הגדרת המרחק זהה שימו לב: 

עבור גרפים לא ממושקלים. ההבדל 

  בהגדרת אורך הקשת.עוץ 
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  עצי מרחקים -תזכורת 

יהי   , ,G V E w  גרף קשיר

ויהי  וממושקל , 'T V E פורש  עץ

  . Gשל 

 עץה , 'T V E  עץ מרחקים הוא

אם  Vsולצומת  G- ביחס ל

  מתקיים:

   Vvלכל צומת 

   vsvs TG ,,    

מדדים  T-וב G-כאשר המרחקים ב

בהתאם להגדרה עבור גרפים 

  ממושקלים.

ההבדל היחיד בהגדרות  שימו לב:

. מרחקשהגדרו עד כה הוא בהגדרת ה

  זהות.שאר ההגדרות ותרו 
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  הבעיה החישובית

   קלט:

  גרף ממושקל לא מכוון  .1

      wEVG ,, .  

Ee לכל         0w e  .  

  . (המקור) Vsצומת  .2

  פלט:

ערך  Vvלכל צומת  .1 vd     

  המקיים:      

   vsvd , 

  , צומת קודםVvלכל צומת  .2

      v  המקיים: הקשת  

       vv ,  ההיא הקשת אחרו  

  .vלבין  sבמסלול קצר ביותר בין     
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  Dijkstraאלגוריתם 

מקבל כקלט גרף  Dijkstraאלגוריתם 

 wEVG ,,  קצייעםמשקל  תפו

 Ee, לכל , כלומרשלילית- אי

  0ew,  וצומת מקורs,  ומחשב את

  לבין כל צמתי הגרף.  sהמרחקים בין 

פועל הן עבור  Dijkstraאלגוריתם 

גרפים מכווים והן עבור גרפים בלתי 

מכווים. להלן ציג את האלגוריתם 

  .מכוון לא גרףעבור 
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  מבי תוים -  aDijkstrאלגוריתם 

, v, לכל צומת BFSאלגוריתם כמו ב

יהיו שי משתים:  vd ו- v .  

מתקיים סיום האלגוריתם, 

   vsvd ,  כלומר ערכו של vd 

לבין הצומת  sבין הצומת מרחק שווה ל

v . ההמשת v הצומת  אתאחסן מ

 sמבמסלול קצר ביותר לפי האחרון 

  קבוצת הקשתות  .vאל 

   sVvvvE  :,'   

  כלומר הגרף  עץ מרחקים. משרה

 ', EVT   הוא עץ מרחקים שלG 

 .sביחס לצומת 
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  תיאור האלגוריתם

במבט על, אלגוריתם דאקסטרה, דומה 

  :BFS-מאוד ל

בתחילת האלגוריתם מופעלת השיטה 

 , ,Dijkstra Init V E s  המאתחלת

  את כל המשתים שהוספו לגרף. 

הסיור עצמו מבוצע על ידי השיטה 

 , ,Dijkstra Op V E s להלן מובא .

  קוד האלגוריתם:

  

  

  

  

 Dijkstra: אלגוריתם 13.אלגוריתם 

   

 , , ,Dijkstra V E w s  

    , , ,Dijkstra Init V E w s  

    , , ,Dijkstra Op V E w s  
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  אתחול- תיאור האלגוריתם 

בתחילת הביצוע ידוע כי יש מסלול 

אל עצמו ולכן ערכו  s-מ 0באורך 

התחילי של המשתה  sd  לכל 0הוא .

אין צומת  sאורך האלגוריתם, לצומת 

  קודם ולכן מאתחלים:

 
  Nulls

sd





0

 

v ,svלכל צומת   לא ידוע דבר על ,

  ולכן מאתחלים: sמ vמרחקו של 

 
  Nullv

vd





  

  בשקף הבא מופיע קוד האלגוריתם. 
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  האיתחול  - הקוד 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

Init-Dijkstra: 2.3אלגוריתם 

 , , ,Dijkstra Init V E w s  

foreach vertex  sVv    

    vd  

    Nullv   

end foreach 

  0sd  

  Nulls   

end 
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  החת היסוד -  Dijkstra אלגוריתם

ולכל  Dijkstraבכל שלב של אלגוריתם 

, אם Vvצומת    lvd  אזי ,

בין הצומת ,  מסלול,  קיים Gגרף ב

s  לבין הצומתv.  

הקשת ו  l, הוא ארכו של המסלול 

האחרוה במסלול זה היא   ,v v .

  בין המסלול קצר ביותר הואs לבין 

v ,.ו בשלב זההמוכר ל   

  

החת היסוד מובאת כאן  שימו לב:

בלבד. ההחה  תאיטואיטיביברמה 

  .3.2תוכח בלמה 
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  צעד שיפור

יח כי בגרף  ,G V E  מבוצע

ובשלב כלשהו  Dijkstraאלגוריתם 

  מתקיים:

 Vu  הוא צומת ב-G  ו-  lud . 

   Evu , קשת בG .  

יש  G-לפי החת היסוד, בבשלב זה, 

-ו  u אל s-מ מסלול  ud||.  

ן יש מסלול המסלול מ Gכתוצאה, ב

המתקבל על   v  הצומת אל sהצומת 

שבקצהו משורשרת  ידי המסלול 

הקשת  vu, סמן . את המסלול הזה ב

 vu,   וארכו הוא  

     vuwudvuw ,,||  .  
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  המשך - צעד שיפור 

השיטה  , ,Relax u v w בודקת אם  

     vuwudvd ,  

יש מסלול  G-ב, אם התאי מתקיים

, שארכו הוא vאל  s-מ   vuwud , 

את להקטין ולכן אפשר  vd  על ידי

  ביצוע

     vuwudvd ,  

לאחר השיוי, הקשת האחרוה 

, שארכו הוא vאל  s-במסלול מ vd 

היא הקשת  vu, :ולכן מבצעים  

  uv   
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 Relax יטההש – צעדי שיפור

  :Relax להלן הקוד של השיטה

   

 

  

  

  

  

  

 Relax: השגרה 3.3אלגוריתם 

 wvuRelax ,,  

if ),(][][ vuwudvd   then 

      ),(][][ vuwudvd   

        uv   

endif end 
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  1.3למה 

יח כי בשלב כלשהו התבצעה השגרה 

 wv,u,Relax  לאחר ביצוע השגרה .

מתקיים      vuwudvd , .

  הוכחה

  ההוכחה שארת כתרגיל לקורא.

  

אם לפי ביצוע  e , ,R lax u v w

מתקיים      vuwudvd , ,

 השיטה לא משה שום ערך. במקרה זה

  צעד שיפור ריק.אמר כי התבצע 
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   op-Dijkstraהשיטה  תיאור

מתבצעת השיטה לאחר האתחול, 

Dijkstra-op בתחילת הביצוע, כל .

תור צמתי גרף הקלט מוכסים ל

. לאחר מכן מתבצעת PQ עדיפויות

  לולאה:

 PQ-בכל מעבר בלולאה, שלף מ

הערך  עבורו, uהצומת  d u  הוא

צעד שיפור  תבצעלאחר מכן מ. מיימלי

אל כל אחד מן השכים  uן הצומת מ

  שלו.

  

 u-. לאחר מכן מבצעים צעד שיפור מ

  אל כל אחד מן השכים שלו.
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  הקוד -  op-Dijkstraהשיטה 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 po-Dijkstra: 4.3אלגוריתם 

   

 , ,Dijkstra op V E w  

 GVPQ   

     while PQ  do 

          ( )u ExtractMin PQ  

          for each  uadjv  do

               wvuRelax ,,  

          end for 
     end while 
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  Dijkstraכוות אלגוריתם 

  הטעה היסודית

בלמה הבאה או מוכיחים את הטעה 

  היסודית שהובאה קודם.

  23.למה 

יהי  ,G V E  גרף מכוון  ויהיVs 

  . יח כי מבצעים Gצומת כלשהו ב 

החל מן  Dijkstraאת אלגוריתם  G-ב

, בכל שלב של Vv. לכל sהצומת 

האלגוריתם, אם מתקיים   vd ,

 vאל  s-מ יש מסלול  Gאזי בגרף 

  ומתקיים:

1 . vd|| .  

sv. אם 2   אז  vv ,  קשת ההיא

  . אחרוה במסלול
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  איטואיציה

  ידית. , הטעה מsעבור הצומת 

svעבור    אם :  lvd  אזי , vd 

הוא תוצאה של צעד שיפור מצומת 

  . uכלשהו 

, אזי היא uאם הטעה כוה עבור 

  ידי.באופן מ vכוה עבור 

 אל vן הצומת בדרך זו, אפשר לסגת מ

u ומ-u  אל u וכן הלאה.   

בסוף התהליך חייבים להגיע אל 

, ממו מתחילים כל צעדי sהצומת 

  השיפור.

הדרך הפורמלית להוכיח טעה כזו היא 

  באידוקציה על סדר צעדי השיפור.
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  הוכחה (באידוקציה)

1 תהי 2, ,...R r r  סדרת צעדי השיפור

הוכחת שבוצעו במהלך האלגוריתם. 

על סדר צעדי  המשפט היא באידוקציה

  :השיפור

0i( בסיס (  

  מתקיים: 1rלפי ביצוע 

1.   0sd . 

svלכל צומת  .2    vd  . 

בשלב זה, הטעה מתקיימת לכל 

  הצמתים.



  פרופסור עמוס ישראלי - 3 אלגוריתמים ב' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

91 
  
  

 
  

  שלב האידוקציה

בור יח כי כל הטעה כוה ע

1 2, ,..., ir r r , כלומר לכל צומתVu ,

 אם  ud  קיים מסלולאזי  מ-s 

u ,אל  | | d u   והקשת  uu , 

  .היא קשת אחרוה במסלול 

יח כי  1 , ,ir Relax u v w  ןתבו .

  במקרים הבאים:

  השיפור הוא ריק :1מקרה 

, ערך Vvלכל במקרה זה,  vd  לא

 ולכן הטעה ובעת  1irבשלב השתה 

  ידי מהחת האידוקציה. באופן מ
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  שלב האידוקציה (המשך)

 : השיפור שבוצע איו ריק2מקרה 

 dשערך במקרה זה, הצומת היחיד 

לכל . vהוא  1irמהלך משתה בשלו 

vuצומת   ה לגביות הטעכו ,u  

. ידית מהחת האידוקציהובעת מ

  :vתבון כעת בצומת 

  מתקיים:לאחר סיום צעד השיפור 

     vuwudvd , ו-  v u  .  

 s-לפי החת האידוקציה, יש מסלול מ

שארכו הוא  uאל  ud ובע מכאן .

שארכו  vאל  s-דית כי יש מסלול ממי

הוא  vd  ה במסלולוהקשת האחרו

זה היא  vu, .  

  מש"ל
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  3.3תוצאה 
 Dijkstraבכל שלב בביצוע אלגוריתם 

  , מתקיים Vvולכל צומת 

   vsvd ,  

  

  ההוכח

ובכל שלב של  v, לכל צומת 3.3לפי למה 

האלגוריתם, אם   vd  אז vd 

. vאל  s-הוא אורך של מסלול כלשהו מ

ידית מהגדרת הטעה ובעת מ vs, 
  .vאל  sמ המיימלי כאורך המסלול 
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  3.5 למה

יהי  EVG ,  גרף, מכוון או לא

משקל אי שלילית  תיפוקצימכוון, עם 

w אם מפעילים על .G  אלגוריתם

Dijkstra החל מצומת  ,Vs  ,אזי

, Qאת  בעוז v, כאשר Vvלכל צומת 

  :מתקיים

   vsvd ,  

  איטואיציה להוכחה

מיחים כי הטעה כוה עד להוצאת 

 PQמתור העדיפויות  t-הצומת ה

ומוכיחים זאת עבור פעולת ההוצאה 

פורמלי זוהי . באופן 1tשמספרה 

הוכחה באידוקציה על סדר הוצאת 

 .PQ-הצמתים מ
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  הוכחה

וכיח את הלמה באידוקציה על סדר 

תור פעולות הוצאת צמתים מ

  .PQ העדיפויות

sv( בסיס (  

יד לאחר האתחול מ  0sd  ולכל

svצומת    מתקיים  vd במצב .

הוא  Q-זה, הצומת הראשון המוצא מ

s  הריק מהווה  מסלולהוברור כי

  אל עצמו וארכו הוא  sמ מסלול

   sssd ,0   
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  שלב האידוקציה

הטעה כוה לכל אחד מן  יח כי

בזמים  PQ-הצמתים שהוצאו מ

t,...,2,1  ויהיv  הצומת המוצא מPQ 

  .1tבזמן 

  מתקיים  1tעליו להוכיח כי בזמן 

   vsvd ,  

vvvvsיהי  l  ,...,,, 21  מסלול

kv ,lkויהי  vאל  sמיימלי מ  ,

  אשר הוצא  הצומת האחרון על 

תמיד יש צומת . 1tלפי זמן  PQ-מ

  שכבר הוצא  s-מתחיל ב כזה כי 

  . PQ-מ
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לפי החת האידוקציה, בזמן הוצאת 

kv מ-Q  ,מתקיים   kk vsvd ,.   

מתבצעים  PQמ kvיד לאחר הוצאת מ

אל כל שכיו ובפרט  kvצעדי שיפור מ

  מתבצע

 1, ,k kRelax v v w  

הוא מסלול מיימלי, ובע  מאחר ש 

כי לאחר ביצוע צעד השיפור  4.3מלמה 

  מתקיים: הזה

   11 ,   kk vsvd   
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  למההמשך הוכחת ה

lkאם  vv 1, ובע מה ידית מן משפט

  הטעה.

  אם לא אזי מתקיים:

      1, kll vdvdvs  

     lkk vsvsvd ,, 11     

  

ציין את הסיבה לכוות כל  תרגיל:

  בשורה זו. יםהשוויואחד מאי 

  

שורת אי השוויוים  צדימשי מאחר ש

ובע כי בשורת אי  מצא ביטוי זהה,

, אפשר להחליף כל אחד מן םהשוויוי

  = . בסימן הסימים 

  מש"ל                  
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  משפט

מקבל  Dijkstraאלגוריתם יח כי 

גרף  כקלט wEVG עם פוקציית  ,,

(מכוון או שאיו  w שלילית- אימשקל 

  .  Vsוצומת  מכוון)

  אזי:

מחשב כוה את האלגוריתם  .1

מן  Gמרחקי כל הצמתים ב

  . sהצומת 

  קבוצת הקשתות  .2

   sVvvvE  ,,'   

  .Gעץ מרחקים במהווה 

  הוכחה

  .5ידית מלמה ובע מ 1סעיף 

.3ידית מלמה ובע מ 2סעיף 
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  Dijkstraסיבוכיות אלגוריתם 

היא  האתחולעלות  V הלולאה .

העיקרית מתבצעת  V  פעמים. בכל

  שלב מתבצעים שי תהליכים:

  בחירת צומת מיימלי. .1

  שיפור כל שכיו. .2

במהלך כל צעדי השיפור או בוחים כל 

קשת פעמים, פעם אחת בכל כיוון. 

מכאן, עלות כל צעדי השיפור ביחד היא 

 || E  ימלי בצורהבחירת צומת מי .

ישירה דורשת  V  צעדים. בחירה זו

 ערכת   V פעמים ולכן הסיבוכיות

  המתקבלת היא

   22 |||||| VEV   
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לא שיפור הסיבוכיות עבור גרפים 

  צפופים

גרף המקיים 
||log

||
||

2

V

V
E   קרא גרף

   .לא צפוף

אפשר לשפר את  איו צפוף Gאם 

  סיבוכיות האלגוריתם כדלהלן:

ערימת תוחזק כ Qהקבוצה  .1

  .מיימום

תבוצע  Qבחירת איבר מיימלי מ .2

בזמן  ||log VO. 

כל צעד שיפור, הגורם לשיוי  .3 vd 

. עלות התיקון Qשל קון יתידרוש 

היא  ||log VO. 
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  הוספת מצביעים

כדי לבצע את השיפור המוצע, כל צומת 

  ייוצג כעת על ידי:

  איבר ברשימת הצמתים.  .1

 . Qצומת מייצג בערימה  .2

במצב זה, צריך לאפשר גישה ישירה, 

בזמן קבוע, בין שי המייצגים של כל 

. כדי לעשות זאת, מוסיפים vצומת 

אל לכל איבר ברשימת הצמתים מצביע 

הצומת המייצג בערימה. באופן דומה, 

כל צומת בערימה, יחוזק על ידי מצביע 

אל האיבר המייצג ברשימת הצמתים 

  לכל איבר ברשימת הצמתים.
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  סיבוכיות האלגוריתם עבור גרפים 

  צפופים - לא

  סיבוכיות האלגוריתם תחושב כך:

בחירת צומת מיימלי תארך  .1

 ||log VO עלות כל הבחירות .

יחד היא  ||log|| VVO .  

||כל אחד מ .2 E יש צעדי השיפור ,

לבצע תיקון בערימה. עלות כל 

  התיקוים ביחד היא:

            ||log|| VEO 

  הסיבוכיות הכוללת היא .3

  
 ||log||

||log||||

VEO

VVEO 
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  סיכום

בהרצאה זו, הצגו את מודל הגרף 

הממושקל והמרחק בין צמתים 

  בגרפים ממושקלים.

לאחר מכן, הצגו את אלגוריתם 

Dijkstra  לחישוב מרחקים בגרפים

הוכחו את  שליליים- איממושקלים 

  כוותו ויתחו את הסיבוכיות שלו.

סיימו את ההרצאה בהצגת מימוש 

וסף לאלגוריתם תוך שימוש בערמה 

י להשיג סיבוכיות טובה יותר על כד

  צפופים.-יותר עבור גרפים לא

   

  פרופסור עמוס ישראלי - 3 אלגוריתמים ב' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

105 
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: מרחקים בגרפים עם 4הרצאה 

  פוקצית משקל כללית

דון בגרפים ממושקלים  בהרצאה זו,

פוקציית משקל המקבלת ערכים עם 

ממשיים כלשהם, וזאת ביגוד לגרפים 

-עם פוקציית משקל שערכיה הם אי

זו ת משקל כיפוקצישליליים. 

מאפשרת קיום מעגל בגרף שסכום 

  הקשתות שלו שלילי.  משקלי

זה, המרחק בין כל זוג צמתים במצב 

  איו מוגדר., מעגל שליליעל  יםהמצא

בין את המשמעות של בהרצאה זו, 

אלגוריתם את ההגדרות הללו וציג 

Bellman-Fordמחשב את , ה

 המרחקים מצומת כלשהו אל שאר

תוך בדיקת קיום בגרף הצמתים 

   מעגלים שליליים בגרף.
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  מעגלים שלילייםקשתות שליליות ו

יהי  , ,G V E w  יחגרף ממושקל ו

יכולה לקבל ערכים  wכי הפוקציה 

  שליליים.

  4.1הגדרה 

e קשת .1 E  אם  שליליתהיא

  0w e  . 

סכום אם  שלילי הואמעגל  .2

   שלילי.משקלי הקשתות שלו הוא 
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  מרחקים בגרפים ממושקלים כללית

יהי  , ,G V E w  קציתגרף עם פו

מעגל שלילי  יהי ו,  תמשקל כללי

  . G בגרף

u,לכל שי צמתים  v  , המרחק בין

u  לביןv ,ו מוגדרכי אפשר להגיע  אי

, תוך ביצוע מספר בלתי vאל  u-מ

, וכל  מעברים במעגלחסום של 

מעבר במעגל, מוסיף מספר שלילי 

  .לאורך המסלול
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מרחקים בגרפים ממושקלים כללית 

  (המשך)

sיהי  V בגרף  צומת מקורG.  אם  

אל אחד  sיש מסלול מן הצומת  G-ב

המרחק מן הצומת , אז -הצמתים ב

s ב אל כל צומת- גם הוא ,.   

, אל כל sמרחק מן הצומת הלמעשה, 

הוא  , גם-, אשר גיש מG-צומת ב

. לכן, במקרה שקיים ב-G  מעגל

שלילי, לא דון במרחקים בין צמתים 

   . G-ב
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  קשתות שליליות בגרף לא מכוון

יהי  , ,G V E w  גרף לא מכוון עם

יש   G-אם בפוקצית משקל כללית. 

קשת שלילית,  vue ,  הקשת אזיe 

 כי אפשר לעבור עלמעגל שלילי, מהווה 

 לכן, מעתה .הלוך וחזור eהקשת  פי

דון אך ורק  ועד לסיום פרק זה,

  .בגרפים מכווים
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  זיהוי מעגלים שליליים

קשתות  שיש בוממושקל ובגרף מכוון 

רק שליליות, אפשר לחשב מרחקים, 

   .אין בו מעגלים שלילייםאם 

  : מעגל פשוט4.2הגדרה 

מעגל  0 1 0, ,..., lv v v v    הוא

בו צומת החוזר על עצמו  איןאם  פשוט

  ).0v(מלבד 

   :4.1משפט 

אפ בגרף  , ,G V E w  קיים מעגל

קיים מעגל שלילי  G-שלילי אז ב

  פשוט.

  הוכחה

  תרגיל לקורא.
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בגרף חסם תחתון על מספר המעגלים 

  מלא

יש פשוטים כמה מעגלים מכווים 

  בגרף?

התשובה המלאה תלויה כמובן בגרף. 

כאן או סתפק במשפט פשוט המראה 

כי מספר המעגלים בגרף מלא הוא 

  גבוה מאוד.

  4.2 למה

יהי  ,G V E עם  גרף מכוון ומלאn 

 G-ב , כאשר בין כל שי צמתיםצמתים

. בגרף מקבילות-אטי יש שתי קשתות

G  יש 1 !n   מעגלים פשוטים באורך

n.  

  

  פרופסור עמוס ישראלי  - 4 אלגוריתמים ב' הרצאה 

  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
118

    הוכחה

תהי  1 2, ,..., nV v v v תהי ו 
תמורה שרירותית. תבון בסדרת 

הצמתים       1 2, ,..., nv v v    .

מהווה  מאחר שהגרף מלא, הסדרה 

המעגל הזה מעגל פשוט בגרף. למעשה 

 שוותתמורות  nמוגדר על ידי 

המתקבלות על ידי הפעלת תמורה 

   .ציקלית על התמורה 

קל לראות כי כל תמורה המתחילה 

, מגדירה מעגל 1במספר מסוים, למשל 

 .(הסבירו למה) G בגרף nפשוט באורך 

ולכן מספר המעגלים הפשוטים באורך 

n  הוא !/ 1 !n n n .            

  מש"ל              
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  מסקה

אם סה לבדוק האם קיים מעגל 

שלילי, בגרף על ידי בדיקה פרטית של 

סיבוכיות כל אחד מן המעגלים, קבל 

  .)אקספוציאליתמעריכית (

לכן עליו לחפש אלגוריתם מתוחכם 

יותר לפתרון הבעיה, וזהו אלגוריתם 

Bellman-Ford.  

להלן הצגה פורמלית של הבעיה 

   ואחריה הצגת האלגוריתם.
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  הבעייה החישובית

   קלט

גרף מכוון וממושקל . 1  , ,G V E w   

  כללית.עם פוקצית משקל       

  . Vsצומת . 2 

  פלט 

  יש מעגל שלילי. G-חיווי האם ב .1

לא קיים מעגל שלילי,  G-אם ב .2

  יש לחשב:  Vvאז לכל 

     2.1     vsvd , .  

     2.2  v  הוא צומת אחרון

שארכו  vאל  s-במסלול מ vs,.  

   שימו לב

בהגדרת הפלט זהות  2.2-ו 2.1דרישות 

  .Dijkstraלהגדרת הפלט באלגוריתם 
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  Ford-Bellmanהאלגוריתם של 

מבצע  Bellman-Fordהאלגוריתם של 

  פעולה כפולה:

" האם קיים כריעמאלגוריתם "ה .1

 . s - מעגל שלילי, גיש מ 

במקביל, האלגוריתם מחשב  .2

ערכים  vd  ו v  לכל צומת

Vv.  

  בסיום האלגוריתם מתקיים:

  לא קיים מעגל שלילי, במקרה ש

   vsvd , ו- v  יהוא צומת לפ

שארכו  vאל  sאחרון במסלול מ

 vs, כמו בסיום אלגוריתם ,

Dijkstra.  
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 Ford-manlBelתיאור אלגוריתם 

האלגוריתם דומה מאוד לאלגוריתם 

Dijkstra:  

מבי התוים זהים, למעט תור  .1

 העדיפויות.

 האתחול זהה. .2

, האלגוריתם מבצע Dijkstraכמו  .3

סדרה של צעדי שיפור על גרף 

 להלן הקוד: הקלט.

  

  : אלגוריתם4.1אלגוריתם 

Bellman-Ford 

 , , ,BelmanFord V E w s  

    , , ,Dijkstra Init V E w s  

    , , ,BelmanFord Op V E w s  
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  החת היסוד

  בכל שלב של אלגוריתם

Bellman-Ford  ולכל צומתVv אם ,

   lvd גרף , אזי בG קיים 

לבין הצומת  sבין הצומת ,  מסלול, 

v.  

וזהו   l, הוא ארכו של המסלול 

, v לבין sבין המסלול קצר ביותר 

   המוכר לו בשלב זה.

  

 3.2למה כוות הטעה כבר הוכחה ב

  בהרצאה הקודמת.
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 גוף האלגוריתםתאור 

מסדרים את הקשתות בסדר שרירותי 

על קשתות  מעברים V||מבצעים ו

מבצעים צעד שיפור  ,בכל מעבר .הגרף

לפי הסדר  על כל אחת מקשתות הגרף,

   .שקבע

מתבצע שיפור אם במעבר האחרון 

על קיום מעגל  יםמודיעיו ריק, שא

יש להתעלם מן במקרה זה,  .שלילי

הערכים  vd ו- v .אשר כבר חושבו  

לא מתבצע שיפור במעבר האחרון אם 

הערכים  -באף קשת  vd ו- v 
  כוים.
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  האלגוריתם

  

 Op-FordlmanBel :4.2אלגוריתם 

   

 , , ,BellmanFord Op V E w s  
   for  1i  to 1V   

   foreach   Evu ,   
 u,v,wRelax  

         end foreach 
    end for 
  foreach edge  Evu ,  (* test *) 
       if [ ] [ ] ( , )d v d u w u v    
            return(True) (*  יש מעגל *) 
  end foreach    
  return(False) (*  אין מעגל *) 
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  Ford-Bellmanסיבוכיות אלגוריתם 

חרוג ממהגו ודון בסיבוכיות 

. ווכיח את כוותהאלגוריתם לפי ש

 סיבוכיות האלגוריתם היא כמובן

 EV  

במקרה הגרוע ביותר, עבור גרפים 

 -הסיבוכיות מגיעה ל צפופים, 3V.  
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  Ford-Bellmanכוות אלגוריתם 

לצורך וחיות ההוכחה, יח כי כל 

מצומת  גישים צמתי גרף הקלט 

  .sהמקור 

  

  4.3 למה

אז  ,מעגל שליליאין  Gאם בגרף הקלט 

vלכל צומת  V ימלייש מסלול מי ,

בכל  .vאל  sמצומת המקור  פשוט

צמתים   nמסלול פשוט יש לכל היותר 

1n-ו  .קשתות   

  

  הוכחה

  תרגיל לקורא.

  פרופסור עמוס ישראלי  - 4 אלגוריתמים ב' הרצאה 

  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
128

  4.4למה 

 , שלילי מעגל בגרף הקלט איןאם 

 האלגוריתם מחשב מרחקים כוים

|1|לאחר  V מעברים בלולאה 

לאחר מכן, לא יהיו יותר  .החיצוית

  כמו כן, קבוצת הקשתות צעדי שיפור.

   , :v v v V s    

ביחס  Gמשרה עץ מרחקים בגרף 

  .sלצומת 
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  הוכחה

vלכל צומת , 4.3למה לפי  V קיים ,

אל   sמסלול מיימלי מצומת המקור 

0קשתות,  lובו   vהצומת  l n .  

  שימו לב

מספר הקשתות בגרף ממושקל, 

  .אורך המסלולשוה מ במסלול

  לדוגמא

  בגרף המשורטט כאן ...
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  הוכחה (המשך)

באידוקציה על המעברים להלן וכיח, 

, כי )for-בלולאה החיצוית (לולאת ה

  מעברים בלולאה מתקיים:  iלאחר 

vלכל צומת  V אם קיים מסלול ,

 vאל הצומת  sמצומת המקור  מיימלי

0קשתות,  iובו   i n  אז לאחר ,i 

 מתקיים for-מעברים בלולאת ה

   ,d v s v.  
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0l( :בסיס i (: 

 s-הצומת היחיד שיש מסלול פשוט מ

  עצמו. sאליו, הוא צומת המקור 

 כוות הטעה ובעת מן האתחול. 

   .מיימלי אליו 

l( החת האידוקציה i(: 

uיח כי לכל צומת  V אם קיים ,

 i, ובו uאל  s-מסלול מיימלי מ

מעברים בלולאה   iקשתות, אז אחרי 

מתקיים    ,d u s u.  
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1lהוכחה ( i :( 

 -צומת כלשהו ב Vvיהי 

 ,G V E  ויהי

 0 1 1, ,..., is v v v v     מסלול

  .  v -ל  s  מיימלי ביןפשוט 

 יהי  0 1, ,...,i is v v v    תת

המסלול המתקבל על ידי קיצוץ הקשת 

הוא תת  i. המסלול -האחרוה ב

מסלול של מסלול פשוט ומיימלי ולכן 

  גם הוא פשוט ומיימלי.
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 iלפי החת האידוקציה, לאחר 

מעברים בלולאה מתקיים 

   ,i id v s v1 -. במעבר הi 

מתבצעת הקריאה  1, ,i iRelax v v w 
וברור כי לאחר ביצוע הקריאה הזאת 

מתקיים    1 1,i id v s v  .  

                                                 

vקל לראות כי לכל צומת  V לאחר ,

שמתקיים    ,d v s v,  הערך של 

 d v .ה יותרלא ישת  

כוות עץ המרחקים ובעת ישירות 

         מהוכחת אלגוריתם דאקסטרה.      

  מש"ל
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  : כוות האלגוריתם2.4משפט 

מזהה קיום  Bellman-Fordאלגוריתם 

מעגל שלילי בגרף ובמקרה שלא קיים 

מעגל כזה, האלגוריתם מחשב כון את 

מרחקי הצמתים מצומת המקור ואת 

  עץ המרחקים.

  הוכחה

כוות האלגוריתם במקרה שבגרף 

בלמה הקלט אין מעגל שלילי הוכחה 

קיים  G-לו להוכיח כי אם ב. ותר 4.4

מעגל שלילי, אז במעבר האחרון 

) יהיה צעד שיפור test-בלולאה (ה

איטואיטיבי ברור שאיו ריק. באופן 

כי תמיד יהיה צעד שיפור לאורך אחת 

מקשתות המעגל. להלן וכיח טעה זו 

   באופן פורמלי.
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  המשך ההוכחה

יש מעגל  Gיח בשלילה, כי בגרף 

אך ברגע , sגיש מן הצומת שלילי, 

מסוים, אין יותר צעדי שיפור לאורך 

  המעגל.

יהי המעגל השלילי 

0 1 2 0, ,..., lv v v v v   .  

, sמאחר שהמעגל גיש מן הצומת 

1nאחר לכל היותר ל   מעברים

על  iv כל צומתבלולאה החיצוית, ל

  המעגל מתקיים

  ivd  
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מאחר שלאורך המעגל אין צעדי שיפור, 

לכל קשת  1, ii vv  לאורך המעגל

  מתקיים:

     11 ,   iiii vvwvdvd  

  

רשום את אי השוויוים האלה האחד 

  לאחר השי וקבל:

     1 0 0 1,d v d v w v v   

     2112 ,vvwvdvd   

… 

… 

       0 1 1,l l l ld v d v d v w v v     
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 אם סכם את כל אי השוויוים האלה 

וזכור כי  השלילי, לאורך המעגל

0 lv v  :קבל  

     1
0 0 1

,
l l l

i i i i
i i i

d v d v w v v 
  

     

  

שי הסכומים הראשוים הם שווים 

שכן אלו בדיוק אותם הצמתים ולכן 

  קבל:

  0,
1

1 




l

i
ii vvw  

  כי המעגל הוא שלילי.בסתירה להחה 

  מש"ל
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  סיכום

בהרצאה זו, פתחו את אלגוריתם 

Bellman-Ford  אשר מקבל כקלט גרף

מכוון ממושקל כללית  , ,G V E w 

קיים  G-, בודק האם בVsוצומת 

  .מעגל שלילי

לאחר סיום הבדיקה, האלגוריתם 

  קיים מעגל שלילי. מודיע האם

  אם לא קיים מעגל שלילי אז:

vלכל  .1 V  מתקיים

   ,d v s v . 

קבוצת הקשתות  .2

   , :v v v V s   שרה עץ מ

  . sביחס לצומת  Gמרחקים בגרף 
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  מציאת כל המרחקים בגרף: 5הרצאה 

עד כה, טיפלו בקביעת מרחקים של כל 

  הצמתים בגרף מצומת מקור. 

לעתים או מעויים למצוא את  

ההדדיים בין כל זוגות המרחקים 

  בגרף בבת אחת. הצמתים 

  בהרצאה זו, דון בבעיה הזאת. 

במהלך ההרצאה, ציג את אלגוריתם 

Floyd-Warshall  להלן אלגוריתם)

Floyd ותהפותר בעיה זו בעזרת תכ (

דימי בסיבוכיות  3||V .  
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  מציאת כל המרחקים בגרף

הדרך הפשוטה ביותר לבצע מטלה זו 

| היא להפעיל |V  פעמים את אלגוריתם

Dijkstra  אוBellman-Ford  בהתאם)

מכל  לפוקצית המשקל), פעם אחת

  צומת. 

אם פוקצית המשקל איה שלילית, 

 Dijkstraשתמש באלגוריתם 

והסיבוכיות תהיה  3V  או)

 VEVO log||  עבור גרפים

  דלילים). 

במקרה של פוקצית משקל כללית 

 Bellman - Fordשתמש באלגוריתם 

וקבל סיבוכיות  ||2 EVO .   
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   Warshall -Floydאלגוריתם 

ביכולתו לחשב את כל המרחקים 

  כולם בעזרת אלגוריתם 

Floyd - Warshall  להלן)Floyd.(  

אלגוריתם זה, משתמש בתכות דימי 

ומחשב את כל המרחקים בגרף עם 

פוקצית משקל כלשהי בדרך פשוטה 

  ויעילה.
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  לגרף ממושקל משקלים מטריצת

יהי  , ,G V E w  גרף ממושקל

, Gשל  המשקליםמטריצת . פשוט

 GW  ה הגרף ואתמייצגת את מב

 משקלי הקשתות. מבה המטריצה

מטריצת סמיכויות כאשר מבה דומה ל

עבור כל קשת שומרים את המשקל 

  . שלה
  היא: ת המשקלים הגדרת מטריצ

 

 












jiEji,

ji

Ejijiw

wij

              

                0

),(       ,
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   שימו לב

0לכל  .1 i n  , 

 , 0iiw i i .  

הוא גרף לא מכוון,  Gאם  .2 W G 

  מטריצה סימטרית. היא
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5.1ה דוגמ
  הבא:תבון בגרף   
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  המשך הדוגמה

  :הגרף היא של המשקליםמטריצת 

  

0 1 2 3 4 5 

1 0 1 10  1 

2 1 0 1 10 7 

3 10 1 0 1  

4  10 1 0 20 

5 1 7  20 0 

  

סימטרית, כלומר  זוהי מטריצה

לא מכוון.של גרף מטריצת משקלים 
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  וגרף מושרה במסלוליםצמתי ביים 

  צומת ביים 5.1הגדרה 

יהי  ,G V E  גרף. יהי

luuu ,...,, 10 מסלול בG  . צומת

ui  ,liהוא כל צומת  -בביים  1  

  

  תת גרף: תזכורת

יהי  EVG גרף. גרף  , ',' EVH  הוא

  אם מתקיים: Gשל  תת גרף

1. VV '.    

2. ''' VVE   וגםEE '  

לקחות  H קשתותיו של שימו לב:

אשר מחברות  G מבין הקשתות של

  .בלבד H שלצמתים 
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  תת גרף מושרה

יהי  EVG ,  גרף ותהיVV ' תת ,

קבוצה כלשהי של קבוצת הצמתים של 

. תת הגרף המושרה על ידי Gהגרף 

הוא הגרף  V'קבוצת הצמתים 

 ',' EVH  הקבוצה .'E  מוגדרת

כך:   ',|,' VvuvuE  כלומר .

מכילה את כל הקשתות  E'הקבוצה 

ששי הצמתים שלהם מוכלים בקבוצה 

'V.  
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 הסימוים k
ij ו-  k

ijd  

יהי  , ,G V E w שאין בו   גרף

מעגלים שליליים ויח כי 

 nV ,...,2,1  

, ,jiלכל זוג צמתים,  .1

1 i j n    ,סמן ב  k
ij  את

 יםהמיימלי יםהמסלולאחד 

המשתמש בצמתי בייים  Gגרף ב

  k,...,2,1רק בצמתים מבין 

  סמן.  .2  ||)( k
ij

k
ijd   
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  שימו לב לקודות הבאות:

1.  k
ij  הוא מסלול קצר ביותר מן

, בתת jאל הצומת  iהצומת 

הגרף המושרה על ידי קבוצת 

הצמתים  kji ,...,1,,. 

לעתים  .2 k
ij ו קייםבמקרה אי .

זה סמן  k
ijd  .  

בגרף לא מכוון תמיד מתקיים  .3

   k
ji

k
ij  . 

הסימון  .4 0
ij  מסמן את המסלול

ללא כל  jל iהקצר ביותר בין 

צמתי בייים כלומר הקשת  ji, 

  אם היא קיימת.
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 הסימוים k
ij  ו k

ijd (המשך)  

-תבון ב n
ij  . אחד לפי ההגדרה זהו

 הצומת ביותר בין יםהקצר יםהמסלול

i הצומת לבין j  יםאשר צמתי הבי

שלו משתייכים לקבוצה  n,...,2,1  .

מאחר שקבוצה זו מכילה את כל צמתי 

הגרף,  n
ij  הוא מסלול קצר ביותר בין

תקיים ומ Gבגרף  jצומת ל iהצומת 

   | | ,nn
ij ijd i j   .  
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  ותדוגמא

אורכי בגרף הקודם, שמטריצת 

   שלו היא:הקשתות 

0 1 2 3 4 5 

1 0 1 10  1 

2 1 0 1 10 7 

3 10 1 0 1 

4  10 1 0 20

5 1 7  20 0 

 
  10
12 d    200

45 d    100
13 d  

11
12 d     21

25 d      111
35 d  

  32
35 d  
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   תרגיל 

תון גרף ממושקל  wEVG ,, 

nkjiושלישית מספרים   ,,1 .  

 הציעו אלגוריתם לחישוב k
ij .  
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  המטריצות kD  

יהי  , ,G V E w סמן . ממושקל גרף

 -ב 0D של  שקליםאת מטריצת המG ,

 GW  לכל .k ,nk 1 ,סמן ב

 kD את המטריצה שהאיבר הji, 

שלה הוא  k
ijd.  

מחשב את המטריצה  Floydאלגוריתם 

 nD כלומר, לכל ,nji  ,1 

 האלגוריתם מחשב את 

     jid n
ij

n
ij ,||    

  ללא חישוב אף מסלול אחד.וזאת 
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  כללי תיאור -  Floydאלגוריתם 

מקבל כקלט את  Floydאלגוריתם 

המטריצה    GWD 0  שלG.  

איטרציות.  n-ב האלגוריתם עובד

k, nk-באיטרציה ה 1, 

 משתמשים במטריצה 1kD 

ומחשבים את המטריצה  kD  .  

כל זוג , עבור k-כלומר, באיטרציה ה

ji,, njiצמתים,   את  חשב  1,

האורך של  k
ij .  

האלגוריתם מחשב את  n-באיטרציה ה

 nD , כלומר, לכלi  ו-j, nji  ,1, 

 אלגוריתם מחשב אתה   ,n
ijd i j.  
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  Warshall -Floydאלגוריתם  

  

 Warshall-Floyd: 5.1אלגוריתם 

 , ,Floyd V E w  

WD )0(  
for 1k  to n (1)   
   for 1i  to n (2)  
       for 1j  to n (3) 
         ),min( 111   k

kj
k
ik

k
ij

k
ij dddd  

       end for (3) 
   end for (2)     
   for 1i  to n (2) 
        if 0k

iid  return False   
 (*יש מעגל שלילי*)  
   end for (2) 
end for (1) 
return  nD  
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  האתחול -  Floydאלגוריתם 

כדי להתחיל בביצוע האלגוריתם עליו 

לחשב את   WD 0.  

  תרגיל

תון גרף  ,G V E  המיוצג בעזרת

  . שכויותרשימת 

הציגו אלגוריתם לחישוב המטריצה 

 GW.  

  מהי סיבוכיות האלגוריתם?

  מהי סיבוכיות הבעיה?
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  האיטרציות – Floydאלגוריתם 

. איטרציות nלאחר האתחול מבצעים 

מחשב את בכל איטרציה, האלגוריתם 

המטריצה  kD  בעזרת איברי

המטריצה  1kD ,  

לאחר חישוב  kD  מתבצעת לולאה

וספת אשר בודקת קיום מעגלים 

  שליליים.
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  Floydאלגוריתם הוכחת כוות 

 כוות האלגוריתם ובעת משי

  :יםהבא יםהמשפט

  1.5 משפט

 ממושקל לכל גרף , ,G V E w אם ,

  אין מעגלים שליליים אזי  G-ב

1||לכל  Vji    ולכלnk 1 :  

        1 1 1min ,k k k k
ij ij ik kjd d d d     

  

  הוכחה

שים לב לעובדה כי מאחר שידוע כי 

אין מעגלים שליליים, לכל  Gבגרף 

1 , ,i j k n   ימליקיים מסלול מי ,

  .jאל הצומת  iמן הצומת  פשוט
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  (המשך) הוכחה

סמן   k
ijG  את תת הגרף המושרה על

ידי קבוצת הצמתים  kji ,...,1,, .  

שים לב לעובדה כי מאחר שידוע כי 

אין מעגלים שליליים, לכל  Gבגרף 

1 , ,i j k n  ,  ימליקיים מסלול מי

  . jאל הצומת  iמן הצומת  פשוט

1לכל  , ,i j k n    גדיר את k
ij 

כאחד המסלולים המיימליים 

  . jאל הצומת  iהפשוטים, מן הצומת 
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1לכל  )2 הוכחה (המשך , ,i j k n  ,

 1k
ij    

-ו   1 1k k
ij kj    הם מסלולים ב- k

ijG ,

  ומתקיים:

1.    1 1| |k k
ij ijd   . 

2.        1 1 1 1| |k k k k
ij kj ik kjd d      

  

  תבון במקרים הבאים:

איו שייך ל  kהצומת  :1מקרה  k
ij  

ברור כי  במקרה זה,    1 k
ij

k
ij dd 

  והטעה מתקיימת.
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שייך ל   kהצומת  :2מקרה  k
ij   

לפי הטעה הקודמת, המסלול  k
ij 

מופיע בו  kומכאן, הצומת  פשוטהוא 

  סמן .פעם אחת בלבד

 
kjik

k
ij    

    k-מסתיים בו i-מתחיל ב ikכאשר 

  . j-ומסתיים ב k-מתחיל ב kj-ו

-כל הצמתים האחרים ב k
ij 

2,1,...,1משתייכים ל  k .  

  עליו להוכיח כי 

    |||| 11   k
ik

k
ikik d   

  וכי

    |||| 11   k
kj

k
kjkj d   
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  הוכחה (המשך)

-שמאחר  k
ij  ימליהוא מסלול מי

בגרף  k
ijGהמסלול, וik )ו-kj 

תת מסלול של  ואה בהתאמה) k
ij ,

 בהתאמה) הוא kj-(ו ikובע כי 

 k-ל jובין ( j-ל iמסלול מיימלי בין 

  .)בהתאמה

איו צומת בייים באף  k-מאחר ש

  אחד מן המסלולים האלה קבל כי 

    |||| 11   k
ik

k
ikik d   

  וכי

    |||| 11   k
kj

k
kjkj d   

  מש"ל                
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 הוכחת כוות (המשך)

המשפט הבא מוכיח כי במקרה שבגרף 

הקלט יש מעגל שלילי, האלגוריתם 

  מזהה זאת:

  2.5 משפט

יהי  , ,G V E w  גרף ממושקל עם

פוקצית משקל כללית ויח 

את אלגוריתם  Gשמפעילים על 

Floyd .יהי   מעגל שלילי ב-G  .  

סמן את שי הצמתים הגדולים ביותר 

21כאשר  2k-וב 1k-ב ב kk  .  

אזי האלגוריתם יגלה קיום מעגל 

  .2k שלילי לכל המאוחר באיטרציה
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  הוכחה

 לה מעגיח כי האלגוריתם לא מגל

  .2kשלילי לפי איטרציה 

12בתום איטרציה ראה כעת כי  k 

  מתקיים

||1
,

1
,

2

12

2

21
  k

kk
k

kk dd  

 ,21תבון בפרוק המעגל    

 2kאל  1kמהוא מסלול מכוון  1 כאשר

. צמתי  1kאל  2kמ מסלול מכוון 2ו

מים על הצמתים  2-וב 1-הביים ב

1,...,2,1 2 k:ולכן מתקיים ,  

|| 1
1

,
2

21
k

kkd  

|| 2
1

,
2

12
k

kkd  
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מאחר ש 21  .ובעת ההטע  

  מתבצע: 2kבזמן האיטרציה ה

 111 2

12

2

21

2

11

2

11
,min   k

kk
k

kk
k

kk
k

kk dddd  

  ומכאן ובע:

0||2

11
 k

kkd  

במצב זה, לולאת הבדיקה מודיעה על 

  ם מעגל שלילי.וקי

  מש"ל                  
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  הסיבוכיות

כדי לחשב את הסיבוכיות, שים לב כי 

ובכל לולאות מקוות  3או מבצעים 

 בדיוק אחת מהן או עוברים V 

פעמים ולכן סיבוכיות האלגוריתם היא 

 3V.  
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  סיכום –חישוב מרחקים בגרף 

הטבלה הבאה מסכמת את 

האלגוריתמים השוים המחשבים את 

  המרחקים ממקור לכל הצמתים:

  לא ממושקל

  מכוון ולא מכוון
BFS  

 

 EV   

ממושקל אי 

  שלילי

  מכוון ולא מכוון

Dijks

tra  

 2V 

 ||log VE
  

  ממושקל כללי 

  מכוון בלבד
Ford  || EV   
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  סיכום –חישוב מרחקים בגרף 

הטבלה הבאה מסכמת את 

האלגוריתמים השוים המחשבים את 

  המרחקים בין כל זוג צמתים:

  לא ממושקל

  מכוון ולא מכוון

n  פעמים

BFS  

 

 EV ||  

  ממושקל חיובי

  מכוון ולא מכוון

n פעמים  

Dijkstra 

 2|| VV 











||log

||

V

EV
  

  חיובי ממושקל

 מכוון ולא מכוון או

  כללי 

  מכוון בלבד

Floyd   3V  

  

  פרופסור עמוס ישראלי- 5אלגוריתמים ב' הרצאה 

  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
171

  : סיכום5הרצאה 

המרחקים בהרצאה זו, דו במציאת 

בגרף ההדדיים בין כל זוגות הצמתים 

  בבת אחת. 

רוב ההרצאה הוקדש ללימוד 

הפותר  Floyd-Warshallאלגוריתם 

בעיה זו בסיבוכיות  3||V .  

בסיום ההרצאה סיכמו את ושא 

המסלולים והמרחקים בגרף על ידי 

בה השווו את כל הצגת טבלה 

 האלגוריתמים שלמדו עד כה.



  פרופסור עמוס ישראלי - 6אלגוריתמים ב' הרצאה `

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

  

181

  : עצים פורשים בגרף6הרצאה 

שבו בין כל שי תת גרף  הואעץ פורש 

צמתים בגרף קיים מסלול יחיד. בדרך 

חסר זו, כל עץ פורש מהווה תת גרף 

יתרות המאפשר תקשורת בין כל שי 

  צמתים בגרף.

 עץבהרצאה זו, גדיר את המושגים 

ת אוציג   עץ פורש מיימוםו פורש

המקבל כקלט גרף  Primאלגוריתם 

ממושקל ומחשב עץ פורש מיימום של 

 גרף הקלט.
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  עצים

קשיר הוא  Gגרף לא מכוון 

(Connected)  י צמתיםאם בין כל ש

  יש מסלול. G -ב 

 (Acyclic)חסר מעגלים הוא  Gגרף 

  אם אין בו אף מעגל.

וחסר  ,קשיר ,לא מכווןהוא גרף  עץ

  מעגלים.
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  תכוות עצים

   משפט

יש מסלול בין כל שי צמתים בעץ 

  .יחיד

  

   הוכחה

אם יש שי מסלולים בין זוג צמתים 

  .מעגלי בגרף יש כלשהו אז
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  משפט

יהי   EVT ,  עץ (גרף קשיר וחסר

  מעגלים) אזי

1 VE  

  

  הוכחה

nVבאידוקציה על מס' הצמתים  || 

  .T של

||1( בסיס V :(  יהיT  עץ עם צומת

 Tיחיד. הקשת היחידה האפשרית ב 

לולאה עצמית וברור כי בגרף חסר  היא

  מעגלים לא תתכן קשת כזו.
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  :צעד האידוקציה

nVיח כי בכל עץ עם : החה || 

  קשתות. 1nצמתים יש 

 1nעץ שרירותי עם   T יהיהוכחה: 

 nיש  T -כי ב להלן ראה צמתים. 

   :קשתות

  יש לפחות שי עלים. Tבעץ 

על ידי   T -המתקבל מ  'Tתבון בעץ 

הורדת אחד העלים ביחד עם הקשת 

 n יש T'המחברת אותו לעץ. בעץ 

צמתים, ולפי החת האידוקציה יש בו 

1n  ובע באופן מיידי קשתות. מכאן

  קשתות. n , יש T כי בעץ המקורי,

  מש"ל
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  עצים פורשים

תון גרף לא מכוון  EVG , . עץ

, הוא Gל ש )Spanning Treeפורש (

תת גרף  ',EVT   שלG :המקיים  

1.  ', EVT   הוא עץ (קשיר

  וחסר מעגלים)

 ,זהה קבוצת צמתים T-ול G-ל .2

V.  

3. EE '  

  תרגיל

אלגוריתם המקבל כקלט גרף  ומצא

  קשיר ומחזיר עץ פורש לגרף הקלט.

מהי סיבוכיות האלגוריתם? האם יתכן 

 אלגוריתם יעיל יותר?
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  חתך בגרף

יהיה  EVG ,  גרף לא מכוון ויהיו

1V 2-וV  שתי תת קבוצות שלV 

VVVהמקיימות:   21 .  

-ו 21 VV.  

סמן ב 21 :VV את קבוצת הקשתות 

 1Vשצומת אחד שלהן שייך לקבוצה 

  . 2V-והצומת השי שייל ל

    11112121 ,|,: VvVvvvVV   

את כל  G-אם סיר מ שימו לב:

הקשתות בחתך   21 :VV  הגרף יאבד

    שירות שלו.את הק
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החתך הקבע על ידי עץ פורש וקשת 

יהי  EVG ,  גרף קשיר ויהי

 ',EVT  הגרף  עץ פורש שלG.  

''קשת כלשהי  T-מאם סיר  Ee ,

יתחלק לשי תת עצים  Tהעץ 

 111 ',EVT  ו- 222 ', EVT   וברור

VVVכי   -ו 21 21 VV ,

כלומר  21 :VV  הוא חתך בגרףG.  

החתך הקבע על החתך הזה מכוה: 

  .e' והקשת Tידי העץ 
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  שי משפטים פשוטים

  (לא שייך?) 1משפט 

יהי  EVG ,  גרף קשיר ויהי

 ',EVT   עץ פורש של הגרףG.  

0'תהי  Ee   קשת כלשהי של העץT ,

יהי  21 :VVS  קבע על ידיהחתך ה ,

T ו-e ותהי ,Se '0 קשת כלשהי ,

  .Sבחתך 

  ----יש להוסיף ציור  ----

''יהי  00 eeTT  .  

הוא עץ פורש של  T'במצב זה, הגרף 

  . Gהגרף 

  הוכחה

     מיידית.
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  (שייך?) 2משפט

 יהי EVG ,  גרף קשיר ולא מכוון

),'( ויהי  EVT   של פורש  עץG. 

  קבוצת הקשתות המתקבלת  Eתהי 

הוספת קשת על ידי  E-מ yx,  :אזי  

  מכילה מעגל. Eקבוצת הקשתות  .1

  קבוצת הקשתות המתקבלת , E'תהי  .2

על ידי הורדת קשת  E-מ uv, 

המצאת על המעגל שסגר על ידי 

הקשת  yx, הגרף .)',(' EVT  

 . Gהוא עץ פורש של 
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   הוכחה

יש   Tולכן, ב Gפורש את הגרף  Tהעץ 

אל הצומת    x,  מן הצומת מסלול, 

y יהי .   EVT הגרף המתקבל  ,

מהוספת הקשת  yx,   לעץT בגרף .
T  המכיל את  מעגליש yx,  ואת

  .  קשתות המסלול 

, אחת מקשתות Tאם וריד כעת מ

המעגל, קבל גרף  ',' EVT  הגרף .

'T  והוא חסר מעגלים ,קשירהוא 

  .Gמכיל את כל הצמתים ב

  .Gשל עץ פורש הוא  T'מסקה: 

  מש"ל                
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  דוגמא

  מודגמים בציור הבא: T' -ו  Tהעצים 
  

  

y 

v 

u 

x 
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  עץ פורש מיימום

יש  e קשיר בו לכל קשת  Gתון גרף

משקל  ew.  :גדיר  

שווה משקל של עץ פורש  .1

  לסכום משקלי קשתות העץ.

כלומר    



'Ee

ewTW 

 T. העץ G עץ פורש של T יהי .2

  )MSTעץ פורש מיימלי (הוא 

 Minimum Spanning Tree 

אם עבור כל עץ פורש , G של

  מתקיים:, G, 1T אחר של

)()( 1 TWTW   

יתכו מספר עצים פורשים  :שימו לב

  שמשקלם מיימלי.
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  מוטיבציה

אם משקל כל קשת מעיד על עלות 

השימוש בקשת, הרי שעץ פורש 

מיימום מגדיר קבוצה חסרת יתרות 

. Gשמשקלה מיימלי הפורשת את 

בדרך זו אפשר לקבוע קבוצת קווי 

תקשורת או קבוצת דרכים 

המאפשרים/ות תקשורת בין כל חלקי 

  המערכת.

  דוגמא

ערים ובייהן רשת דרכים,  nתוות 

לכל דרך אורך מסוים. רוצים לבחור 

קבוצת דרכים בעלת אורך כולל 

מיימלי, אשר מבטיחה קישוריות בין 

  כל שתי ערים תוות.
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  הפתרון

עץ פורש בחר קבוצת דרכים המהווה 

  הבא: גרף ההמושקלבמיימום 

  .עריםמייצגים  צמתי הגרף

 ,דרךהמחוברות בערים בין כל שתי 

אורך שמשקלה שווה ל קשתמתח 

  בין הערים. הדרך
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  MSTלחישוב מים לחישוב אלגורית

 :הבאה בעיה החישוביתדון כעת ב

בהיתן גרף  EVG חשב עץ פורש  ,

  .Gשל  (MST)מיימום 

 אלגוריתמיםבקורס זה, ציג שי 

  )Greedy Algorithmsחמדיים (

המקבלים כקלט גרף לא מכוון וקשיר 

 EVG ,   ומחשבים עץ פורש

בהרצאה זו  .Gמיימום של גרף הקלט 

ובהרצאה  Primציג את אלגוריתם 

  .Kruskalהבאה ציג את אלגוריתם 
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   תזכורת -  אלגוריתמים חמדיים

) Paradigmהיא שיטה ( החמדות

  חשובה בתורת האלגוריתמים. 

אלגוריתם חמדי באופן כללי ביותר, 

)Greedy Algorithm הוא אלגוריתם (

שבו מגדירים לכל צעד של האלגוריתם 

פוקציית עלות. בכל שלב, האלגוריתם 

   .מיימליתשעלותו בצעד בוחר 
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  תאור כללי – Primאלגוריתם 

של גרף  עץ-בוה תת Primאלגוריתם 

G. הקלט  111 , EVT  . בכל שלב של

קבוצת  את -2Vסמן בהאלגוריתם, 

   1T-הצמתים שעדיין לא כללים ב

)12 VVV (. ן בתבו :חתך

 2112 :VVE  , את כל המכיל

 1Tהקשתות המחברות בין צמתי העץ 

לפחות ברור כי לבין שאר צמתי הגרף. 

קשת אחת מקבוצה זו מצאת בכל עץ 

  פורש של הגרף. 
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  תאור כללי – Primאלגוריתם 

||-1בה ב 1Tתת העץ  V :בכל שלבים

קשת יחידה,  1T שלב, מוסיפים לעץ

 21,vv 11`, כך ש Vv 22 -, ו Vv  .

, מן 2vלאחר מכן גורעים את הצומת 

, ומוסיפים אותו לקבוצה 2Vהקבוצה 

1V.   
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  פרוט האסטרטגיה החמדית 

  ?1Tצרף ל  12Eאיזה קשת מן החתך 

לפי השיטה החמדית עליו לצרף לעץ 

הפורש קשת שתמזער את "הפסדיו" 

  המיידיים.

או צרף לעץ שאו בוים את אחת 

הקשתות שמשקלן מיימלי מבין 

   .12Eהקשתות בקבוצה 

  הערה

 כמובן שיהיה עליו להוכיח כי העץ

שהאלגוריתם בוה הוא עץ פורש 

  מיימום של גרף הקלט.
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 מבי תוים – Primאלגוריתם 

בתחילת ביצוע האלגוריתם, קבוצת 

, uתכיל צומת שרירותי  1Vהצמתים 

ממו מתחילה ביית העץ, קבוצת 

  תחל כריקה.תאו 1Eהקשתות 

בוסף לקבוצות צמתים אלה שתמש 

בכל שלב . 2Vבקבוצת הצמתים 

תכיל את צמתי  2Vבביצוע, הקבוצה 

  . 1V-הגרף שלא מוכלים (עדיין) ב
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 הקוד - Primאלגוריתם 

uV 1 צומת  שרירותי  */        u   */ 

12 VVV   

1E  

do ( 1|| V  times) 

  2112 :VVE     

      21,vv  12E - מיימלית בקשת   

     211 vVV  , 222 vVV   

      2111 ,vvEE   

while  VV 1  

out 1T  
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  הוכחת כוות -  Primאלגוריתם 

  2 משפט

העץ  Primבכל שלב בביצוע אלגוריתם 

 111 , EVT   מוכל בתת עץ שלMST 

  .Gשל 

  :הסבר

המשמעות של המשפט הזה היא שבכל 

הוא  1Tשלב של ביצוע האלגוריתם העץ 

תת עץ של עץ פורש מיימום של גרף 

   הקלט.

אין זה אומר שהעפ"מ הזה מוכר לו. 

בהוכחת המשפט, או יכולים להסתמך 

  קיים.על העובדה שהעפ"ם הזה 
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  הוכחה

 :בגרףצמתים באידוקציה על מספר ה

   שימו לב:

או מוכיחים את המשפט בשיטת 

מיד השמורה. קודת השמורה היא 

 בתחילת הלולאה.

  

||1 ס:בסי 1 V  

, הגרף מייד לאחר האתחול

 111 , EVT   (שרירותי) מכיל צומת

ואין בו אף קשת.  Gיחיד של הגרף 

פורש מיימום מכיל את  מאחר וכל עץ

, הטעה ובעת.G-בכל הצמתים 
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   :האידוקציה צעד

   1V-צמתים ל kכי לאחר הוספת  יח

 עץ, ה1Eל קשתות k-ו 111 , EVT  

של גרף הקלט  MSTהוא תת גרף של 

 EVG , ה עפ"מ זהכ . 

 minmin EVT ,.  

תהי  vuemin ,  הקשת

(או אחת הקשתות  המיימלית

. לפי 12Eבקבוצה  המיימליות)

האלגוריתם,  vu הבאה היא הקשת  ,

. אם 1Tהמוספת ל   minTvu , אזי ,

  minTvuT    והמשפט כון. 1,

כוות המשפט ובעת מן הטעה 

  הבאה:
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  טעה

 אם  minTvu ,  אזי קיים עץ פורש

G , minTשל  אחרמיימום  ומתקיים:  '

  minTvuT ',1 .  

  הוכחת הטעה

 ביןל uבין  יש מסלול פשוט  minTעץ ב

v  כי) minT  .(תהי הוא עץ פורש yx, 

אשר  הקשת היחידה המצאת על 

1VVy -ו 1Vx מקיימת:  .  

תהי    vuyxEE minmin ,,' .  

מן המשפט שהוכחו קודם, ובע כי 

'),'( הגרף
minmin EVT  ,הוא עץ 

הפורש את גרף הקלט  EVG ,.  
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  (המשך) הוכחה

v

x

w

y

  
באיור זה, יש לשות את שמות הערה: 

הצמתים  wv, ל-  vu,.  
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  (המשך) הוכחה

הקשת  vu,  בחרה על ידי

האלגוריתם לפי הקשת  yx,  ומכאן

 ובע כי  ),(, yxwvuw .  

  מעובדה זו ובע כי 

         yxwvuwTwTw minmin ,,'

 minTw  

 :ומכאן Gשל  MSTהוא  minTמצד שי 

 ')( minmin TwTw  י אימש .

השוויוים הללו ובע כי 

 ')( minmin TwTw  .  

 מש"ל                                                 
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  הרעיון -  מימוש האלגוריתם

||1לאחר האתחול מתבצעות  V 

איטרציות. בכל איטרציה, מוסיפים 

 12Eבחתך לעץ הפורש קשת מיימלית, 

  ביחד עם הצומת שלה. 

 משימתו היא לזהות אחת מן

בחתך ת והמיימלי ות הקשת 21 :VV ,

לצרף אותה ואת הצומת בקצה השי 

  .באופן יעיל, ולבצע כל זאת 1Tלעץ 

תלוי , 12E-ב מספר הקשתות המירבי

  . 2Vוב  1Vב במספר הצמתים 

  ביותר מתקיים כאשרהמקרה הגרוע 

2/|||| 21 nVV   ובמקרה זה מספר

הקשתות האפשרי הוא  2n .  
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  12Eצמצום קבוצת הקשתות 

קשת מיימלית  זהותאו רוצים ל

 ,1T רפה לעץ הפורשלצו 12E קבוצהב

בזמן  n כדי לקבל זמן ריצה כולל ,

של  2n.  

שמור רק חלק מן כדי לעשות זאת, 

תוך הבטחת זיהוי כון  12Eהקשתות ב

  של הקשת המיימלית:

גדיר את , 2Vv לכל צומת vmin

 ביותר ותקלה ותהקשתבתור אחת 

   .1Vצומת כלשהו בקבוצה הוגעת ב

    vuwvmin Vu ,min
1  . אם אין

לבין אחד הצמתים  vהצומת קשת בין 

 , הקשת1V-ב vmin  .ה מוגדרתאי  
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  12ME הגדרת קבוצת הקשתות

בכל איטרציה, או שמור אך ורק את 

המכילה עבור כל צומת  12MEהקבוצה 

2Vv את  vmin , קשת שהיא

, v-הוגעת ב 12Eבקבוצהמיימלית 

  כלומר:

  212 |min VvvME   

קטן או שווה    12ME במספר הקשתות 

||1מ  Vלאחסן אותה  אפשר .לכן

ולטפל בה בסיבוכיות  ||VO . 

  פרופסור עמוס ישראלי - 6אלגוריתמים ב' הרצאה `

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

  

212

  מבי תוים -  מימוש האלגוריתם

בשיטת רשימת יאוחסן הקלט גרף 

 מאוחסיםהגרף צמתי השכויות: 

, i  מערך צמתים כל שלכלב

ni ,...,2,1 , הצומתiv  מאוחסן

או  במערך הצמתים. i-במקום ה

מיחים כי לפי תחילת ריצת 

האלגוריתם, גרף הקלט מאוחסן 

  בזכרון המחשב.
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   האתחול -  מימוש האלגוריתם 

, הקבוצה בתחילת ביצוע האלגוריתם

1V  צומת יחיד, מכילהu שאר ,

. במצב זה, יש 2Vהצמתים מצאים ב

2Vviעבור כל צומת קבוע ל   , את

 הקשת ivmin .  

רק  מוגדרת בשלב האתחול, קשת כזו

לזהות כדי . uעבור השכים של הצומת 

קשתות עוברים על כל ה קשתות אלה,

u, הוגעות בצומת  uadj,  ועבור כל

 קשת vue ,  מגדירים 

   vuvmin ,.  

אם בגרף הקלט אין קשת  שימו לב:

 vu, אז בשלב האתחול, הקשת ,

 vmin .ה מוגדרתאי ,  
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  קוד האיתחול

  להלן מוצג קוד שלב האתחול:

 wEVInitializeim ,,Pr   

 uV 1 שרירותי   */   u  */   

12 VVV   

1E  

for each    uadjvu ,  

         vuvmin ,  

end for 

סיבוכיות האתחול היא ||V .
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  האיטרציות -  מימוש האלגוריתם

בכל איטרציה של האלגוריתם, 

1T מוסיפים לעץ קשת מיימלית בין   

1V  2לביןV כדי לזהות את הקשת .

כל  עוברים על פי ,mine ,המיימלית

, ובוחרים מבייהם את 2V-הצמתים ב

הצומת המחובר בקשת מיימלית אל 

, כלומר את הצומת 1V-אחד הצמתים ב

w :המקיים  
   vminwx Vv 2

min,   

, מעבירים אותו wלאחר זיהוי הצומת 

ומוסיפים את הקשת  1V  אל 2V-מ

 wx, 1-לE  עלות כל איטרציה היא .

 ||V  
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  העדכון -  מימוש האלגוריתם

, 1Vאל  2V-מ w לאחר מעבר הצומת

 ערכיצריך לעדכן את  vmin  לכל

2Vv מאחר שהצומת .w וסף ,

לכל  , עליו להתיחס1Vלקבוצה 

אשר  wקשתות הוגעות בצומת ה

  . 2Vהצומת בצידן השי מצא בקבוצה 

  שימו לב

אין צורך להתיחס לצמתים וספים 

  (מקו מדוע).
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  (המשך) העדכון – מימוש האלגוריתם

  העדכון מתבצע כך:

קשת לכל    wadjwy ,, בודקים:   

   2Vy  צומתהאם ה .1

  אם מתקייםה .2

    wywyminw ,.   

אם שתי התשובות חיוביות, מצאו 

קשת קלה יותר המחברת את הצומת 

y  1עםV :ומבצעים  

   wyymin ,
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  (המשך) העדכון – מימוש האלגוריתם

  אין צורך לעדכן את שימו לב: 

 wmin , כי בשלב זה מתקיים ,

1Vw ולכן הצומת ,w יותר   לא ילקח

הקשת בחשבון בחיפוש אחר 

  המיימלית באיטרציות הבאות.

 עלות הבדיקה היא

     ||deg VOw   
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  האיטרציותקוד 

 wEViterationsprim ,,_  

repeat ( 1|| V  times) 
            vminwx Vv 2

min,   

          wVV  11 ; wVV  22  

           wxEE ,11   

          for each    wadjvw ,   

          if 2Vv  and    vwvmin ,  

                   wvv ,min       

until VV 1  
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  הסיבוכיות

שלב האיתחול כמו גם כל אחת מן 

האיטרציות דורשים  V  .צעדים

סיבוכיות איטרציות  1Vמאחר שיש 

 היאהאלגוריתם  2V .  



  פרופסור עמוס ישראלי - 6אלגוריתמים ב' הרצאה `

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

  

221

  סיכום

 עץבהרצאה זו, הגדרו את המושגים 

והצגו את   עץ פורש מיימוםו פורש

המקבל כקלט גרף  Primאלגוריתם 

ממושקל  wEVG ומחשב עץ פורש  ,,

  מיימום של גרף הקלט.

בסיום ההרצאה, הראו איך מממשים 

בסיבוכיות  Primאת אלגוריתם 

 2||V .  
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  : עץ פורש מיימום בגרף7הרצאה 

בהרצאה זו, דון בהבטים שוים של 

  בגרף ממושקל:  MSTבעית חישוב 

בתחילת ההרצאה, וכיח כי סיבוכיות 

הבעיה חסומה מלמטה על ידי מספר 

הקשתות בגרף  || E .  

לאחר מכן ציג את אלגוריתם 

Kruskal.  

לסיום ההרצאה, ציג ופתור את 

וראה כי  Union/Findעיית ב

 Kruskalסיבוכיות אלגוריתם 

היא  Union/Findהמשתמש בפתרון 

 ||log|| EE .
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  MSTלחישוב  חסם תחתון

   7.1משפט 

חייב  MSTכל אלגוריתם לחישוב 

  לבחון משקל כל אחת מקשתות הגרף.

   סברה

כמו בכל חסם תחתון, משפט זה הוא 

אפשריים כל האלגוריתמים הטעה על 

. מסיבה זו, הוכחת MSTלחישוב 

המשפט צריכה להיח קיום של 

אשר איו מקיים  Aמופשט אלגוריתם 

  ולהגיע לסתירה.את הטעה 
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  פרוט החת השלילה

  עליו להיח כי:

קיים גרף קלט ממושקל  .1

 , ,G V E w . 

0eקיימת קשת  .2 E. 

, מופעל על  Aכאשר האלגוריתם  .3

, Gשל  MSTמחשב  G ,Aהגרף 

 . 0eבלי שייבחן את הקשת 

באופן איטואיטיבי, רצה להיח כי 

, היא קשת שמשקלה 0eהקשת 

, אך בכך פר את  Gמיימלי בגרף 

לכן החה זו כלליות החת השלילה, ו

קבילה. ראה כעת איך איה 

משתמשים בהחה הכללית ומגיעים 

 לסתירה. 
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  הוכחה

, גרף Aיח כי קיים אלגוריתם 

ממושקל קשיר ולא מכוון 

 wEVG ,,  וקשתEe 0כך ש ,-A 

  .0eשיבחן את  בלי Gשל  MSTמחשב 

, G, העץ פורש מיימום של Tיהי 

איו  Aמייצר. האלגוריתם  Aאשר 

 0e. בפרט, הקשת 0eבוחן את הקשת 

  .Tאיה כללת בעץ 

ווכיח כי  G'ף גראת הלהלן גדיר 

שוגה בביצוע על הגרף  Aהאלגוריתם 

  שהגדרו.
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  G'הגדרת הגרף 

תבון בגרף  ',,' WEVG   אשר זהה

 w'פוקצית המשקל פרט ל Gלגרף 

  המוגדרת כך:

 
 
 








 0

0

1min
'

eeew

eeew
ew

Ee

 

עבור  wזהה לפוקציה  w'הפוקציה 

, 0eהקשת  כל הקשתות בגרף, למעט

  .G'מקבלת ערך מיימלי בגרף  w'עליה 
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  הסתירהפרוט 

 Aאשר  G'העץ הפורש של  T'יהי 

 G'המופעל על  Aמייצר. האלגוריתם 

,  Gמתהג על  A-מתהג בדיוק כפי ש

 0e-, ו0eאיו בוחן את הקשת  Aכי 

לבין  Gבין  הבדל היחידמהווה את ה

'G.  

TTמכאן,  '  ,0'ובפרט Te .  

מיימלית היא קשת  0eמצד שי, 

ולכן היא כללת בכל עץ  G'-ביחידה 

  . סתירה.G'פורש מיימום של 
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  פרוט הסתירה

כי האלגוריתם הסתירה ובעת מהחתו 

A  0לא בוחן את הקשתe. אחר שהקשת מ

הזו בחרה באופן שרירותי, ובע כי לא 

אשר איו  MSTקיים אלגוריתם לחישוב 

בוחן את כל קשתות גרף הקלט, או 

 אלגוריתםכל במלים אחרות: סיבוכיות 

בגרף הקלט בוחן את כל  MSTלחישוב 

   קשתות גרף הקלט.

  מש"ל

  

  מסקה

 MSTסיבוכיות כל אלגוריתם לחישוב 

חסומה מלמטה ע"י  E.  
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  דיון

לכאורה, החסם התחתון שהצגו מעיד 

על כך שלא יתכן שיפור לאלגוריתם 

Prim  שכן במקרה הגרוע ביותר, בגרף

 , מתקייםצפוף 2||VE  . ,למעשה

הטיעון הזה אכן מוכיח כי עבור גרפים 

הוא  Primאלגוריתם  צפופים

 פשכדאי לחופטימלי. יחד עם זאת, א

אלגוריתמים המשפרים את סיבוכיות 

 בגרפים בהם מתקיים Primאלגוריתם 

 2|||| VE  .  

 אלגוריתם ציג את להלןKruskal 

אשר משיג סיבוכיות  ||log|| EE 

   . MSTלחישוב 
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   תיאור כללי -  Kruskalאלגוריתם 

  צרף את כל צמתי הגרף אל  .1

   .MST-ה

או מתייחסים  בשלב זהשימו לב: 

 רכיבי  V||כגרף בעל  MSTאל ה

  צומת יחיד.ות. בכל רכיב יש קשיר

עבור על קשתות הגרף בסדר  .2

  משקלים עולה. 

לכל קשת: אם הקשת מחברת 

-של השוים  ותשי רכיבי קשיר

MST צרף את הקשת אל ה ,-

MST.  
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 הקוד -  Kruskalאלגוריתם 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 Kruskal: אלגוריתם 7.2 םאלגורית

 wEVKruskal ,,  
   ;VVout   
   outE   
   ;SE Sort E  
   for 1i  to | |SE  
      if  outT SE i  has no cycle  
           out outE E SE i   
      end-if 
      if  1||||  VEout   
              return outT   
      end-if 
   end-for 
end (Kruskal) 
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  שימו לב

has no cycle התאי  outT SE i
המופיע בקוד, שקול לדרישה שהקשת 

 SE i  י רכיבי קשירותמחברת ש

  .outTשוים של הגרף 
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  כוות האלגוריתם

 Kruskalמשפט הכוות של אלגוריתם 

למשפט הכוות של אלגוריתם  זהה

Prim:  

  7.3 משפט

, Kruskalבכל שלב בביצוע אלגוריתם 

של  MSTשל  גרףהוא תת  outTהגרף 

  גרף הקלט.

  שימו לב

מתקיימת מהווה שמורה, ה 7.3משפט 

. או for-בכל מעבר בתחילת לולאת ה

וכיח את המשפט באידוקציה על 

יתם. כדי המעברים בלולאת האלגור

למוע סרבול, לא תייחס למעברים 

  לא משתה. outTבלולאה, בהם העץ 
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  ההוכח

המעברים  באידוקציה על מספר

בלולאה הראשית באלגוריתם (שוה 

עץ קשתות שצורפו עד כה לה למספר

  :הבה)

  -  בסיס

עליו להוכיח כי לפי ביצוע המעבר 

רף הראשון בלולאת האלגוריתם, הג

outT המכיל את כל צמתי ,G ולא מכיל ,

 MSTהוא תת גרף של  G-אף קשת מ

. הטעה ובעת Gשל גרף הקלט 

כתת גרף המכיל את כל  MSTמהגדרת 

  .צמתי הגרף
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   - האידוקציה צעד

קשתות, הגרף  kכי לאחר הוספת  יח

 outout EVT ,  תת גרף של הואMST 

של גרף הקלט  EVG , .  

יהי   ,min minT V E ה-MST  המכיל

  .outTאת 

. outTהקשת הבאה המוספת ל  eתהי 

minout, אזי minEeאם  TeT  

, minEeן. יח אם כן כי והמשפט כו

- minTתבון ב e וצר מצרוףהגרף ה ,

. בגרף הזה minTלעץ הפורש  eהקשת 

e'. תהי יש מעגל  e קשת ב- 
  . outT-מוכלת באך לא  minT-המוכלת ב
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  צעד האידוקציה (המשך)

כל קשתות  תמיד יש קשת כזאת כי

 outT -כבר מצאות ב, eפרט לקשת 

 האלגוריתם לא היה מצרף את הקשת

e ל- outT ן בגרףתבו .minT , הגרף '

מן העץ  e'והוצאת  eהמתקבל מצרוף 

minT הגרף  6.4משפט . לפיminT הוא   '

 .Gעץ הפורש את 

ראה כעת כי    minmin TwTw '   

 eבזמן שהאלגוריתם מצרף את הקשת 

, האלגוריתם יכול לצרף גם את outT-ל

'e ל-outT ובע כי מכן .   ewew '.  

  מכאן,ו
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                 : 'minw T  

         'min minw T w e w e w T    

  ,Gשל הגרף  MSTהוא  minTמצד שי, 

 ולכן    minmin TwTw '  

 מכאן ו   minmin TwTw ' ,  

-ו               'w e w e  

minTכלומר, העץ  וסף של  MSTהוא  '

  .Gט גרף הקל

  מש"ל                  
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  Union/Findמוטיבציה לבעיית 

 Kruskalהאתגר העיקרי שאלגוריתם 

מציב בפיו הוא: כיצד לבדוק ביעילות 

האם קשת תוה  ,u v  ימחברת ש

, או outTרכיבי קשירות שוים בגרף 

הקשת לחילופין, האם  ,u v  סוגרת

  . outTבגרף  מעגל

בשלבים  להלן תמודד עם אתגר זה

  הבאים:

ציג בעיה חישובית חדשה ושמה  .1

Union/Find.  

 Kruskalאלגוריתם ציג מחדש את  .2

תוך שימוש בפתרון הבעיה, כדי 

 לקבל סיבוכיות משופרת.

 שהצגו.  ציג פתרון יעיל לבעיה .3
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   )Union/Find )U/Fבעיית 

 בדלים איברים nבבעיה זו תוים 

קבוצות שוות.  n-המצאים בתחילה ב

מימוש יעיל ככל בבעיה זו דרש 

  לשתי השיטות הבאות:האפשר 

המקבלת כקלט אחד  Findהשיטה  .1

שבה  מזהה את הקבוצהוהאיברים 

 .בקלט מצא האיבר

המקבלת כקלט  Unionהשיטה  .2

מאחדת את ושתי קבוצות 

 הקבוצות שבקלט לקבוצה אחת
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  שימו לב

יטות הוג להסתכל על מימוש הש

Union ו- Find כבעיה חישובית אחת

Union/ ושמה Find בקיצור או  U/F . 
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 Kruskalהצגה מחודשת של אלגוריתם 

 Find-ו Unionתוך שימוש בשיטות 

של גרף  MSTבוה  Kruskalאלגוריתם 

, בה בתהליך outT. העץ outTהקלט, 

רכיבי  n-המתחיל מצרוף צמתי הגרף ל

  קשירות. 

ת העץ בחות לאחר מכן, קשתו

ועבור כל קשת  בסדר משקלים עולה

e האלגוריתם מחליט האם לצרף ,

  . outTלעץ  eאת הקשת 

   Unionכדי להשתמש בשיטות 

במימוש אלגוריתם  Find-ו

Kruskal ן בכל רכיב קשירותתבו ,

  קבוצת צמתים.כ
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 Kruskalהצגה מחודשת של אלגוריתם 

 Find-ו Unionתוך שימוש בשיטות 

תבון מקרוב בשלב צירוף בתהליך 

המתבצע במעבר על הקשתות 

  הממויות: 

עבור כל קשת  vue ,  ו לבצע  אתעלי

  שתי המשימות הבאות:

את רכיבי הקשירות  )Find( זהותל .1

 .  outTבגרף  v-ו uשל  הצמתים 

שוה  uאם הרכיב שבו מצא הצומת  .2

, vמן  הרכיב שבו מצא הצומת 

את שי  )Unionאחד (מהאלגוריתם 

הרכיבים הללו ומצרף את הקשת 

 ,u v   לקבוצת הקשתותoutE. 
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 Union/Findעם  Kruskalמימוש 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

מימוש אלגוריתם  :7.4יתם אלגור

Kruskal  באמצעותUnion ו -Find 

 , ,Kruskal V E w  
  outV V ; outE  
   SE Sort E  
  for 1i   to || E  
         ,u v SE i  
       fu Find u  
       fv Find v  
       if  fu fv  
             ,Union fu fv  
             ,out outE E u v   
       endif 
       if  1||||  VEout   

               return outT   
       endif 
  endfor  
end (Kruskal) 
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 U/Fפתרון בעיית 

   Union שיטותה שלציג מימוש להלן 

צמתים. המימוש  n, עבור Find-ו

  קריאות לשגרת 1n -ל במאפשר טיפו

Union , יהןשזורותאשר בי m 

הוא מספר  Find )m קריאות לשגרת

שציג  סיבוכיות המימוש .טבעי כלשהו

היא  logO m n n כלומר, מספר .

יצוע כל הקריאות הצעדים הכולל בב

המתוארות חסום מלמעלה על ידי 

 logO m n n.  

  

  שימו לב

  מימושים יעילים יותר. קיימים
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  הצגת המימוש

יח כי מספר האיברים המשתתפים 

. איברי הקבוצה ייוצגו nבתהליך הוא 

  . n,...,1,2על ידי 

  

  ייצוג קבוצות

אחד  כל קבוצה תיקרא בשם של

  מאיברי הקבוצה. 

בתחילת התהליך, כל איבר יהיה 

 ,iבקבוצה פרדת, כלומר האיבר 

1 i n  יהיה האיבר היחיד בקבוצה ,

  .iששמה יהיה גם הוא 
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  הצגת המימוש (המשך)

  מערכים: המימוש שציג משתמש בשלושה 

כאשר  - Compהמערך  .1 Comp i ,

ni 1אליה  את הקבוצה , מאחסן

 . iמשתייך האיבר 

כאשר  - Sizeהמערך  .2 Size i מאחסן ,

 .iאת גודל הקבוצה 

מאחסן מצביע אל  - Eltsהמערך  .3

 . iרשימת מקושרת של איברי הקבוצה 
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  הצגת המימוש (המשך)

  שימו לב

המייצג את השתייכות  שם המערך

   בוצות שוות בחר האיברים לק

, כל Kruskalכי באלגוריתם  ,Comp-ל

קבוצה מייצגת רכיב קשירות 

)Component(. 
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 U/Fאתחול 

i, 1בתחילת התהליך, האיבר  i n  ,

  .iהוא האיבר היחיד בקבוצה ששמה 

מציג את אתחול  7.5 אלגוריתם 

  המערכים:

  

 U/F: אתחול 7.5אלגוריתם 

 UFInit n

for 1i  to n 

 Comp i i  

  1Size i   

   Elts i insertList i  

end for 
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 Findטה מימוש השי

מיידי ומוצג  הואfind  מימוש

  :7.6באלגוריתם 

 

 

 

 Findמימוש השיטה  :7.6אלגוריתם 

   

 Find i  

return  comp i  
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   nionUמימוש השיטה 

השיטה  ,Union i j את  מאחדת

הקבוצה ששמה  עם iהקבוצה ששמה 

. כדי לבצע זאת, מעבירים את jהוא 

איברי אחת הקבוצות אל הקבוצה 

 ביעילותשיה. כדי לבצע זאת ה

מעבירים את איברי הקבוצה שמספר 

אל הקבוצה השיה.  קטן יותראיבריה 

אם בשתי הקבוצות יש אותו מספר 

איברים, מעבירים איברי אחת מהן אל 

  השיה. 
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  הקוד  -  nionUמימוש 

  

 Union: מימוש 7.7אלגוריתם 

 lkunion ,  

  If    Size k Size l  

      large k ; small l  

  else 
       ;large l  small k  

   foreach  m Elts small  

        Comp m large  

        Elts large Elts large m   

   end foreach 
    Size large  

           Size large Size small  

end 
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  שימו לב

אין צורך לעדכן את  size small, כי 

  לא קיימת יותר. smallהקבוצה 

  

  7.8 למה

 Unionבמימוש זה, סיבוכיות ביצוע 

בוצה קב איבריםשווה למספר ה

  יים.תמבין הש הקטה

  

  הוכחה

מיידית.

  פרופסור עמוס ישראלי -  7ב' הרצאה מס'  אלגוריתמים
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
262

 Unionפעולות   |V|-1 סיבוכיות

מתאר תהליך  U/Fהשימוש בשיטות 

קבוצות מאוחדות לקבוצה אחת  nשבו 

1nביצוע  על ידי   קריאות לשגרת

Union סיבוכיות התהליך שווה .

לסכום מספר הצעדים המתבצע על ידי 

כל הקריאות. ברור שככל שהקבוצות 

המאוחדות גדולות יותר, מספר 

  הצעדים באיחוד הקבוצות גדול יותר. 

להלן ציג שתי דוגמאות: בדומה 

1nהראשוה, סיבוכיות ביצוע    היא

. בדוגמה השיה, הסיבוכיות ליארית

היא  logn n.   
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  דוגמאות

אם בכל פעולת איחוד קבוצות,  .1

מאחדים יחידון (קבוצה בעלת איבר 

, כל איבר, פרט iיחיד) לתוך קבוצה 

לאיבר יחיד, עובר מקבוצה לקבוצה 

. במצב זה, פעם אחת בלבד

כל התהליך היא  סיבוכיות ||V. 

תי קבוצות שאם כל פעם מאחדים  .2

עובר בדיוק  איבר , כל שוות בגודלן

||log V קבוצה לקבוצהפעמים מ .

סיבוכיות כל התהליך במצב זה, 

היא  ||log|| VV .  
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  7.9למה 

לכל  קבוצה לקבוצהממועבר איבר כל 

היותר  logO n .פעמים  

  

  הלמההוכחת 

שרירותי. וכיח איבר  vיהי 

עובר  vהאיבר באידוקציה כי לאחר ש

מספר , i-בפעם הקבוצה לקבוצה מ

 עבר vקבוצה אליה האיבר האיברים ב

 .i2הוא לפחות 
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  )=0iבסיס (

בתחילת ביצוע האלגוריתם, לפי 

 כלבמספר האיברים המעבר הראשון, 

מצא בקבוצה בה , ובפרט קבוצה

  . 1 , הואvאיבר ה

  שלב האידוקציה

 1i ,vיח כי מייד לפי המעבר ה

הוא  המספר איברישקבוצה מצא ב

מועבר  v. לפי האלגוריתם, i2ות לפח

מן גדול או שווה  השגדל קבוצהאל 

, לפי המעבר v שלקבוצה הגודל של ה

שגודל כל תי קבוצות כלומר מאחדים ש

. מכאן ובע: i2הוא לפחות ת מהן אח

גדול או שווה  תהמאוחד קבוצהגודל ה
12 i .      

  מש"ל
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  7.10 תוצאה

לכל קבוצה לקבוצה עובר מאיבר כל 

logהיותר  n .פעמים  

  הוכחה

עובר  v-ש לאחרשרירותי. איבר  vיהי 

גודל  קבוצה לקבוצה,, מn-ה בפעם

   גדול או שווה vהקבוצה של 

log2-מ n n של קבוצה . במצב זה, הv ,

והתהליך האיברים כל את  הכבר מכיל

  הסתיים.
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 הכוללת סיבוכיותה

  7.11 למה

מספר הצעדים הכללי הדרש לאיחוד 

במהלך אלגוריתם הרכיבים כל 

Kruskal  הוא ||log|| VV.  

  הוכחה

מימוש שהצגו, כל רכיב מיוצג על ידי ב

לכל ,2למה לפי קבוצת הצמתים שלו. 

עובר  v-, מספר הפעמים שvצומת 

חסום מלמעלה על ידי רכיב לרכיב מ

||log V מאחר שיש .||V  ,צמתים

הטעה ובעת באופן מיידי.
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 kruskalסיבוכיות אלגוריתם 

  שלושה שלבים: Kruskalלאלגוריתם 

הסיבוכיות היא  - איתחול .1

 ||V.  

הסיבוכיות היא  - מיון הקשתות .2

 ||log|| EE. 

לשלב  -לעץ הפורש  צרוף קשתות  .3

זה שי חלקים שצעדיהם שזורים זה 

 בזה:

 - מעבר על כל הקשתות 3.1

יא סיבוכיות הה || E .  

בכל פעם שאו  – איחוד רכיבים 3.2

עליו  MST-מוסיפים קשת ל

   לאחד בין שי רכיבים.
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 (המשך) kruskalסיבוכיות אלגוריתם 

סיבוככיות המיון היא כאמור 

 ||log|| EE.  

 Union/Findאם שתמש באלגוריתם 

לביצוע האיחודים, סיבוכיות 

האיחודים היא  ||log|| VVO 

 והסיבוכיות הכוללת של שלב 

המעבר על הקשתות היא 

 | | | | log | |E V V .  

מכאן קבל כי סיבוכיות האלגוריתם 

כולו היא  ||log|| EE.  
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  7סיכום הרצאה 

בהרצאה זו, דו בהבטים שוים של 

  בגרף ממושקל:  MSTבעית חישוב 

בעיה כי סיבוכיות ה הוכחו .1

חסומה מלמטה על ידי מספר 

הקשתות בגרף  || E . 

 .Kruskalאת אלגוריתם  הצגו .2

ופתרו  Union/Findהצגו את בעית 

אותה בסיבוכיות  nnmO log .

הפתרון מאפשר מימוש אלגוריתם 

Kruskal  בסיבוכיות ||log|| EE.  
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  חיפוש לעומק  -  8הרצאה 

 ציג את האלגוריתםבהרצאה זו 

 הקרוי באגליתחיפוש לעומק 

Depth First Search )DFS(.  
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  מוטיבציה

מהווה בסיס לפתרון  DFSאלגוריתם 

כמה בעיות אלגוריתמיות בסיסיות, 

  בייהן:

זיהוי צמתי הפרדה ופירוק גרף  .1

הקלט לרכיבים אי פריקים (דו 

 מכוון). קשירים) (בגרף לא

 מיון טופולוגי בגרף מכוון. .2

זיהוי רכיבים קשירים היטב בגרף  .3

 מכוון.

בהרצאה זו, למד את האלגוריתם 

ותכוותיו, ובהרצאה הבאה למד 

אלגוריתם לזיהוי צמתי הפרדה בגרף 

לא מכוון. האלגוריתם לזיהוי צמתי 

   .DFSהפרדה מבוסס על 
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  -  חיפוש לעומק
Depth First Search (DFS) 

 ,Depth First Searchיפוש לעומק, ח

 סיור בגרף.אלגוריתם המבצע  הוא

אפשר לדמות את ביצוע האלגוריתם 

  לתועה של סוכן על פי גרף הקלט.

הסוכן מתחיל את תועתו מצומת 

בכל וע מצומת לצומת.  ,שורש תון

מתקדם לעבר סוכן , הביצועבשלב 

ככל  "עמוקים"צמתים חדשים, 

ד יש צמתים האפשר, וזאת כל עו

אין אפשרות להתקדם כאלה. כאשר 

סוג לאחור  סוכןה - אל צומת חדש

ומסה לחדש את  ,צעד יחיד

ההחלטה לאיזה שכן ההתקדמות. 

מידע מקומי מבוססת על  התקדםל

   בלבד.
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  תאור  - חיפוש לעומק 

גרף הקלט לאלגוריתם הוא  EVG , 

גוריתם פתח בשגרת האל. Vrוצומת 

שיטה אשר דומה ל DFSInit אתחול

BFSInit.  

לאחר האתחול מתבצעת קריאה 

רקורסיבית הראשוה לשיטה 

 DFSVisit r . השיטה הזאת מבצעת

  את החיפוש עצמו.

 שיטהלאחר שביצוע ה DFSVisit r 

האלגוריתם בודק האם קיים  מסתיים,

צומת אליו הסיור לא הגיע (וזה ייתכן 

רק בגרף לא קשיר, או בגרף מכוון). 

, v  אם קיים צומת כזה, יח

האלגוריתם קורא שוב לשיטה 

 DFSvisit v. 
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  הקוד -   DFSאלגוריתם 

  
 

 DFS: 8.1אלגוריתם 

 
   

 rGDFS ,
    DFSInit G  
    DFSVisit r  
  while exists unvisited node v 
        DFSVisit v  
   End while 
end (DFS) 
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  Time Stamps - תויות זמן 

על גרף  DFSגוריתם במהלך פעולת אל

מתיחסים לכל קריאה כלשהו, או 

, ולכל חזרה משיטה DFSVisitלשיטה 

  .0זו כפעימה בשעון, המאותחל לזמן 

vלכל צומת  Vבצומת פעולה , מרווח ה

v הוא פרק ה"זמן" בו מתבצעת השיטה ,

 DFSVisit v צומת. כל v  מקבל שתי

המצייות  ) time stamps ( זמןתוויות 

 : את
v ,של   זמן הגילוי .1 vd , הוא

ה"זמן" היחסי בו התגלה הצומת 

v  התחילוהטיפול בו.  
v ,של   זמן הטישה .2 vf , הזמן הוא

  .גמר vבו הטיפול בצומת 
מספרן הכולל של התוויות הוא אם כן 

2|V| . 
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  מבה התוים –ק חיפוש לעומ

  , המשתים, Vvעבור כל צומת, 

 vdו ,-  vf ים את תוויותמאחס ,

משתמש  v. בוסף, הצומת vהזמן של 

במשתה  vcolor שתפקידו דומה ,

, ובמשתה BFS-ידו בלתפק v 

המאחסן את הצומת ממו "התגלה" 

הוא משתה  timeהמשתה . vהצומת 

המסייע בקביעת ערכי (סטטי) גלובלי 

  תויות הזמן.
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  DFSאתחול 

השיטה  DFSInit G :מופיעה להלן  

 
 
 
 

  
  
  
  
  

  DFSInit השיטה :8.2אלגוריתם 
 

    

 DFSInit G  
for each Vv  
        v Null   
      Wvcolor   

1time  
end (DFSInit) 
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  תיאור -  isitDFSV השיטה 

 DFGSVisitהשיטה הרקורסיבית 

מבצעת את הסיור בגרף. הסיור מתחיל 

על ידי הקריאה  DFSVisit r תאר .

על  DFSVisitכעת את ביצוע השיטה 

  . uצומת כלשהו 

הוא  vכאשר הביצוע מתחיל, צבעו של 

 uלת הביצוע, זמן הגילוי של לבן. בתחי

, timeמתעדכן לפי ערכו של המשתה 

 u, וצבעו של 1-מוגדל ב timeערכו של 

  אפור. משתה ל
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  )המשך( isitDFSV השיטה תיאור 

לאחר מכן, האלגוריתם עובר על כל 

: לכל צומת uאחד משכיו של הצומת 

של המשתה ערכו , שצבעו לבן, v חדש

 v קבע ל-u . מתבצעתמכן לאחר 

 הקריאה הרקורסיבית DFSvisit v.  

ריאה לשיטה אם הקובע כי מכאן 

 DFSvisit v ארעה במהלך ביצוע ,

השיטה  DFSvisit u אז , u v .

הקשת   ,v vת ממכוו ,- v  אל

v היא הקשת דרכה ,v והיא  גלהמת

מן  סיגהגם הקשת דרכה מתבצעת 

  לאחר סיום הסיור.  vהצומת 
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  הקוד -  isitDFSV השיטה 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 DFSVisit: השיטה 8.3אלגוריתם 

 DFSvisit u    /*u  /* התקדמות אל 

     timeud  ++ 

      Gucolor   

    for each  uAdjv  do 

      if   Wvcolor      /* v  is new */ 

             v u   

             DFSvisit v  /* v  /* התקדמות אל 

         else   /* v  is old - v  /* סיגה מיידית מ 

         endif 

    end foreach 

     timeuf  ++ 

      Bucolor   /* u  /* סיגה מ 

End /* DFS */  
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  סיבוכיות -  חיפוש לעומק

 שיטהה, Vvלכל  DFSvisit v 

(הוכיחו אחת בדיוק פעם מתבצעת 

  זאת).

כמו כן, אפשר להראות כי האלגוריתם 

  .בדיוק פעמייםעובר על כל קשת בגרף 

 DFSלכן סיבוכיות הזמן הכוללת של 

  היא |||| VE  .  
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  חיפוש לעומק תכוות

להלן ציג מספר תכוות של אלגוריתם 

DFS פתח בהגדרה כללית של עץ .

  מושרש:

  מושרש עץ :8.4הגדרה 

יהי  EVT ,  עץ ויהיוu ו-v  צמתים

 שלצאצא הוא  v. הצומת Tבעץ 

 מסלול מכוון T-בקיים  אם u הצומת

אב  הוא u, במצב זה, הצומת vאל  u-מ

  . vשל  קדמון

. אם כל T-צומת כלשהו ב Vrיהי  

rVvצומת   הוא צאצא של ,

עץ מושרש הוא  Tאז , rהצומת 

  .Tשל השורש הוא  rוהצומת 
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הוא אוסף של עצים יער מושרש 

  מושרשים.

   קשתות עץ :8.5הגדרה 

תבון באוסף הקשתות המכווות מן 

הצורה   ,v v כל קשת כזו .

מתאימה לקריאה רקורסיבית של 

השיטה  DFSVisit v ובע כי מכאן .

ק את אוסף הקשתות הזה משקף בדיו

עץ הקריאות הרקורסיביות של השגרה 

 DFSVisit r קראת כל קשת כזו .

  .  (tree-edge) קשת עץ
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   : יער הקודמים8.6הגדרה 

  אוסף קשתות העץ יוצר משרה את

שכל אחד  יער . זהוG הקודמים יער

  מושרש. מן העצים בו 

Vהיא  Gקבוצת הצמתים של  V .  

   היא Gקבוצת הקשתות של 

   , :E v v v V    

   שימו לב

מבה יער הקודמים תלוי כמובן 

במהה גרף הקלט, אך הוא קבע על 

. למעשה מבה ביצוע האלגוריתםידי 

  :יער הקודמים תלוי ב

 ממו מתחיל הסיור. rהשורש  .1

סדר הצמתים ברשימת השכויות  .2

 של כל צומת. 
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  Gהיער  תכוות

. מטרתו Gדון כעת בתכוות היער 

של  Gהיא לאפיין את הצאצאים ביער 

  .Gכל אחד מן הצמתים בגרף 

 78. אבחה

יהי  EVG ,  גרף קשיר ולא מכוון

  מתקיים: vלכל צומת . DFSבו בוצע 

    Vvfvd 21   

  הוכחה

  מן הקוד.ובעת ישירות 

   



  פרופסור עמוס ישראלי -   8אלגוריתמים ב' הרצאה מס' 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

287 
  
  

 
  

  (תכות הסוגריים) :8.8 משפט

יהי  EVG ,  בלתי מכוון או גרף

, Gעל  DFSביצוע של  לכל מכוון. 

את הקטע  wגדיר לכל צומת 

    wfwd . wמרווח הפעולה של כ ,

, בכל ביצוע של G-צמתים ב v-ו uיהיו 

DFS  עלG  יתקיים אחד משלושת

  התאים הבאים:

  .זרים v - ו uשל  פעולהמרווחי ה .1

מכיל את  vשל  פעולהמרווח ה .2

  .uשל  פעולהמרווח ה

מכיל את  uשל  פעולהמרווח ה .3

  .vשל  פעולהווח המר
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  הסבר

משמעות המשפט היא שלכל שי 

Vvuצמתים  ,  מתקימת אחת משתי

  האפשרויות הבאות:

) מתגלה )uיח  אחד הצמתים .1

 ועזב לפי שהצומת השי מתגלה

 או

מתגלה, אחריו מתגלה  uהצומת  .2

עזב  v, לאחר מכן vהצומת 

 עזב. uולבסוף 

 uשצומת במלים אחרות: לא יתכן 

, לאחר מכן vמתגלה, אחריו מתגלה 

u עזב,  ולבסוףv  .עזב  
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  8.8 ת משפטוכחה

בלי הגבלת כלליות, יח כי 

   vdud . ה ( גם ידועכי  8.8אבח (

   ufud   וכי   vfvd .  

 תבון ביחס הקדימות בין uf   לבין

 vd:   

    :מקרה א'

   vduf   במקרה זה, ברור כי

       vfvdufud  כלומר ,

  מרווחי הפעולה הם זרים.
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  (המשך) 8.8ת משפט הוכח

 :מקרה ב'   vduf    

ין הרגע מתגלה ב vבמקרה זה, הצומת 

מתגלה לבין הרגע בו  uבו הצומת 

זה ייתכן, צב מגמר.  uהטיפול בצומת 

 שיטההקריאה לאם רק  DFSVisit v 

הביצוע של במהלך בוצעה 

 DFSVisit u כלומר זוהי קריאה ,

רקורסיבית. במקרה כזה ברור כי 

ביצוע  DFSVisit v י  יסתייםלפ

ביצוע  DFSVisit u כלומר, מרווח .

מרווח הביצוע  את מכיל u הביצוע של

  .vשל 

  מש"ל                  
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  9.8תוצאה 

ביער  uהוא צאצא של צומת  vצומת 

, אם ורק אם Gהקודמים 

       d u d v f v f u  .  

  

  הוכחה

  .8.8ממשפט מיידית 
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  )(משפט המסלול הלבן 9.8משפט 

יהי  EVG ,  גרף מכוון או לא מכוון

הוא צאצא  v. צומת DFSעליו בוצע 

, אם ורק אם G ביער uשל צומת 

מתגלה, בזמן  uכאשר  ud קיים ,

מסלול של צמתים  Gבגרף הקלט 

  .vאל הצומת  uמן הצומת  לבים
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  9.8ת משפט הוכח

   :כיוון ראשון

ביער  uהוא צאצא של  vיח כי 

, G-ים עף ב, כלומר קיGהקודמים 

vuuuu l  ,..,, לכל במקרה זה, . 10

li 1 , הקריאה iDFSVisit u היא ,

קריאה רקורסיבית, המתבצעת במהלך   

 1iDFSVisit u  ובע כי ומכאן ,

       0 ... ld u d u d u d v    

ובפרט, בזמן  ud הצבע של ,

vuuu l ,...,,          , הוא לבן.21

  מש"ל                   
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  (המשך) 9.8הוכחת משפט 

   :כיוון שי

כי בזמן בשלילה יח  ud  קיים

איו  v, אך vאל  u-מ מסלול לבן 

יח, . G ביער הקודמים uצאצא של 

הוא הצומת  vבלי הגבלת הכלליות כי 

שאיו צאצא של  הראשון במסלול 

את  v, אחרת בחר בתור uהצומת 

על המסלול  u-הצומת הקרוב ביותר ל

  ו צאצא שלשאיu . יהיw  הצומת

שימו לב: ( .במסלול  v-קודם לה

uwיתכן כי  (.   
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  (המשך) 9.8הוכחת משפט 

ובע כי  8.7 מתוצאה   ufwf . 

  מתגלה רק לאחר  -vשים לב לכך ש

  מתגלה, אך לפי סיום הטיפול  u-ש

  . מכאן ובע כי )wשכן של  vכי ( w-ב

       ufwfvdud   

  הקטע ובע כי 8.8ממשפט     vfvd ,   

  מוכל כולו בקטע    ufud ,  .

הוא צאצא של  vובע כי  8.7מתוצאה 

u.וחתבסתירה לה ,  

  מש"ל   
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  קשת אחורית –סוגי הקשתות 

תהי  vue ,  קשת בגרף EVG ,

  . DFSשבוצע בו 

הקשת  vue , ת ממכוו)-u  אלv (

אם  )back edgeקשת אחורית (היא 

 vשל הצומת  צאצאהוא  uהצומת 

במקרה זה, צבעו  .Gביער הקודמים  

בזמן המעבר הראשון על  vשל הצומת 

 אפור.הוא  eפי הקשת 
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  01.8תוצאה 

יהי  EVG , יר וקש גרף לא מכוון

חיפוש לעומק החל מצומת בו  שבוצע

Vr . אזי יער הקודמיםG  עץ הוא

  .rמושרש בצומת 

  

  הוכחה

לכל צומת הוא קשיר ולכן  Gהגרף 

Vv,  יש מסלול ביןr  וביןv. 

בתחילת ביצוע האלגוריתם, כל 

הצמתים בגרף לבים ולכן ממשפט 

המסלול הלבן ובע כי כל צמתי הגרף 

ביער  rהם צאצאים של הצומת 

   .Gהקודמים 

  מש"ל                  
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  18.1 משפט

בחיפוש בעומק בגרף לא מכוון, כל 

קשת של הגרף היא קשת עץ או קשת 

  אחורית.

  הוכחה

תהי  vu, ב קשת שרירותית G  יחו

 vמתגלה לפי  uבלי הגבלת כלליות כי 

כלומר,    vdud  .שבמהלך  מאחר

 DFSVisit u  האלגוריתם עובר על כל

מתגלה  v-, אז ברור שuהשכים של 

ועזב בטרם  DFSVisit u  .מסתיים  
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  (המשך) 11.8משפט  תהוכח

  תבון במקרים הבאים:

 :1מקרה  u v   

במקרה זה,  vu,  היא קשת עץ

   .vאל  uהמכוות מ

 :2מקרה  u v   

עליו  v-בטרם יסוג מ במקרה זה

לעבור בקשת  vu,מעבר זה הוא . 

-בהמעבר הראשון  vu,  ה יהיהוכיוו

. מאחר שהחו uאל  vמ   vdud  ,

 ובע כי vu,  קשת אחורית.היא   

  מש"ל  
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  מק בגרף מכווןחיפוש לעו

בוסף לקשת עץ ולקשת אחורית שכבר 

הוגדרו, בחיפוש לעומק בגרף מכוון 

קיימים עוד שי סוגי קשתות 

  המתאפייים כשלהלן:

 ):forward edgeקשת קדימה ( .1

של  אב קדמוןהוא  uאם הצומת 

 .Gביער הקודמים  vהצומת 

 eאם ): cross edgeקשת חוצה ( .2

איה קשת מאחד הסוגים 

 הקודמים. 

  

 **** להוסיף איורים ***
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   במהלך האלגוריתם וג הקשתותיוס

אפשר לזהות את  DFSבמהלך ביצוע 

הסוג של כל קשת   vue ,  תהמכוו

לפי צבעו של  vומת אל הצ uמן הצומת 

v:  

  .קשת עץהיא  e, לבןהוא  vאם 

 .קשת אחוריתהיא  e, אפורהוא  vאם 

קדימה  קשתהיא  e, שחורהוא  vאם 

  .קשת חוצה או

במקרה האחרון, כדי לקבוע את סוגה 

  יש לבדוק: eשל הקשת 

אם    udvf  e  קשת קדימה.היא  

אם    udvf  e  קשת חוצה.היא  
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  כוםסי - חיפוש לעומק 

סיור בהרצאה זו, הגדרו את בעית ה

  . DFSאת אלגוריתם והצגו  בגרף
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: אלגוריתם לזיהוי צמתי 9הרצאה 

  הפרדה ורכיבים אי פריקים

בהרצאה זו משיך את הדיון 

באלגוריתם חיפוש לעומק ובשימושיו. 

עיקר ההרצאה יוקדש לאלגוריתם 

-לזיהוי של צמתי הפרדה ורכיבים אי

  לא מכוון.פריקים בגרף 

בתחילת ההרצאה, גדיר צמתי הפרדה 

פריקים בגרף וסביר את -ורכיבים אי

  חשיבות המושגים הללו.

לאחר מכן, וכיח מספר תכוות של 

צמתי הפרדה ושתמש בתכוות אלה 

כדי לבות אלגוריתם, המבוסס על 

חיפוש לעומק, לזיהוי צמתי הפרדה 

פריקים. -ורכיבים אי
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  צמתי הפרדה בגרף

י יה EVG ,  .גרף לא מכוון קשיר

Vvצומת    צומת הפרדה הוא  

או  Separation vertexבאגלית (

Cut Point( אם הסרת ,v  ביחד עם כל

 Gהקשתות הוגעות בו הופכת את 

  .לא קשירלגרף 

מת הפרדה הוא קודה קריטית וכל צ

  הסרתו מפרה את הקשירות.בגרף שכן 

**** יש לצרף איור ***

  פרופסור עמוס ישראלי -  9אלגוריתמים ב' הרצאה מס' 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

313 
 

  צמתי הפרדה (המשך)

צומת הוא  vצומת  הגדרה שקולה:

בגרף לא מכוון הפרדה  EVG ,  אם

Vwuקיימים שי צמתים  ,  כך שכל

  .vעובר דרך  w-ל uמסלול בין 

 v-ו uצמתים הצומת הפרדה.  vיהי 

 vבייהם עובר ב אשר כל מסלול

  .v-לעדים קראים 

  תרגיל

הוכיחו את שקילות שתי ההגדרות 

  לצומת הפרדה.

מקיים את  vיש להוכיח כי  הדרכה:

  .2מקיים את הגדרה  vאםם  1הגדרה 
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  בגרף פריקים- אירכיבים 

אם אין בו צמתי  פריק- איהוא  Gגרף 

  הפרדה.

הוא תת גרף  Gבגרף  פריק- אירכיב 

. כלומר זהו תת גרף מכסימלי פריק- אי

ממש ואשר איו מוכל  Gשל  פריק- אי

  .Gאחר של  פריק-אי בשום תת גרף

הוא צומת הפרדה אזי  vאם  :שימו לב

פריקים -אירכיבים  כמההוא מוכל ב

  .Gשל  ם)י(לפחות שי

מוכלת  Gלעומת זאת כל קשת של 

  יד. יח פריק-איבדיוק ברכיב 
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אלגוריתם לזיהוי צמתי הפרדה 

  פריקים- איורכיבים 

חיזוק האלגוריתם שציג, מושג על ידי 

כדי לזהות את צמתי  DFSאלגוריתם 

בגרף  פריקים-אי ההפרדה והרכיבים ה

  לא מכוון תון.

בטרם יגש אל האלגוריתם תבון 

בכמה דוגמאות וסה להסיק מסקות 

בגרף  DFSהיחסים בין מבה עץ לגבי 

G הפרדההמיקומם של צמתי , לבין 

  . Gגרף ב

  פרופסור עמוס ישראלי -  9אלגוריתמים ב' הרצאה מס' 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

316 
 

  כללים לזיהוי צמתי הפרדה

. DFS, אפשר לבצע בו Gבהתן גרף 

מבה העץ המתקבל תלוי בגרף הקלט 

G  .ו החיפוש מתחילובצומת ממ

ישמשו אותו  הכללים הבאים

  באלגוריתם לזיהוי צמתי הפרדה:

  

  כלל השורש

 של rשורש . הGבגרך  DFSעץ  Tיהי 

דרגת  הוא צומת הפרדה, אםם Tהעץ 

, (כלומר מספר הקשתות Tהשורש בעץ 

. 1-הוגעות בשורש) גדולה מ Tבעץ 

 על ידי  Tבעץ  rסמן את דרגת הצומת 

rTdeg.   
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  הוכחה

עם שורש  DFSעץ  Tיהי  כיוון ראשון:

r יח כיו שורש  הr  צומת הפרדההוא 

1degעליו להוכיח כי  .Gבגרף  rT .  

 ,Gבגרף  הוא צומת הפרדה r-מאחר ש

Vvuיש שי עדים  r-ל , . העץT 

יש בו מסלול (לא , ולכן  Gפורש את 

מסלול . vלצומת  uהצומת  מכוון) בין

ומכאן דרגת  r זה, חייב לעבור דרך

גדולה , T בעץ r  הצומת היציאה של

  .1-מ

 DFS Tהשורש בעץ  r יהי כיוון שי:

1degויח כי  rT ו להוכיח כיעלי .

  . Gבגרף  צומת הפרדההוא  rהשורש 

  הוכחה (המשך)
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שמרחק כל  v-ו  uתבון בשי צמתים

. בלי 1הוא  T, בעץ r-אחד מהם מ

הגבלת כלליות יח כי    udvd .  

איו צומת הפרדה  rיח בשלילה כי 

בין   במקרה זה, יש מסלול. G -ב

אשר איו  v-ו u מסלול בין הצמתים

בזמן כי  מכאן ובע. rעובר בצומת 

 ud  המסלול  מסלול לבן בין הוא

. ממשפט המסלול vלצומת  uהצומת 

ו צאצא הוא, vהלבן ובע כי הצומת 

בסתירה להחתו . Tבעץ  uשל הצומת 

  . 1הוא  Tבעץ  v-ל rכי המרחק בין 

  .סתירה

  מש"ל              

  כלל העלה
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  איו צומת הפרדה. DFSעלה של עץ 

  הוכחה

יח בשלילה עלה בעץ החיפוש ו v יהי

 wו uיהיו . צומת הפרדההוא גם  vכי 

  .vשי עדים ל

יש מסלול  Tולכן ב Gפורש את  Tהעץ 

חייב  v. הצומת wל u(לא מכוון) בין 

דרגת להיות על המסלול הזה. מכאן:

. 0גדולה מ  Tבעץ  vהיציאה של 

  עלה.  vכי החו ש סתירה

  מש"ל
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  טיפול בצמתי ביים

עד כה טיפלו בשורש העץ ובעלים שלו. 

 -ותר לו לטפל בצמתים הותרים 

  בייים.הצמתי 

גרף מכוון אשר גרף התשתית שלו הוא 

  עץ מכוון.עץ קרא 

שורש של עץ מכוון  EVT הוא  ,

 T, בVvהמקיים: לכל  Vsצומת 

  .vאל  sיש מסלול מכוון מ 

יהי  ', EVT  עץ ,DFS  בגרף

 EVG , כאשר ,EE ' . כבר

 Tאם כוון את קשתות הוכחו כי 

בכיוון בו הן עברו בפעם הראשוה 

הוא עץ   Tבמהלך החיפוש, קבל כי 

  .sהמושרש בצומת התחלת החיפוש 
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  צמתי בייים (המשך)

Vuvיהיו  ,  צמתים בעץ מושרשT .

 uאמר כי  vאל  uמאם יש מסלול 

של  צאצאהוא  vו vשל  אב קדמוןהוא 

u.  

צומת , הוא DFS Tבעץ   vצומת 

  איו שורש ואיו עלה.  vאם  בייים

קשת אחורית  uwe , ת מהמכווw 

 uאם  vחולפת על פי קראת  uאל 

של  צאצאהוא  wו vשל  אב קדמוןהוא 

v ושל) ,u .(  
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  כלל צומת הביים

צומת בייים (צומת שאיו שורש  vיהי 

 . הצומתG, בגרף DFS Tאו עלה) בעץ 

v ל הוא צומת הפרדה אמם- v  ,יש בן  

u בעץ ,T והבן ,u  :מקיים  

, u-המושרש ב  T, של עץהת , ת1Tיהי 

 היוצאת קשת אחורית אזי לא קיימת

  .v על פיאשר חולפת  1T-מצומת ב
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  הוכחה

  vיח כי צומת הבייים כיוון ראשון:

. עליו להוכיח כי הוא צומת הפרדה

) כך שלא T(בעץ  uקיים בן  vלצומת 

קיימת קשת אחורית אשר יוצאת מתת 

, אשר u, המושרש בצומת 1Tהעץ 

 y-ו xיהיו  .vחולפת על פי הצומת 

. בלי הגבלת כלליות v שי עדים של

יח כי    ydxd  .  

  תבון במקרים הבאים:

  rמצא בין השורש x הצומת :1מקרה 

  .v לבין הצומת

 y ו xהצמתים אף אחד מן  :2מקרה 

  .vלבין הצומת  rבין השורש  מצאלא 

כאן יש לאייר את שי  :הערה(

    )המקרים.
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  1הוכחת מקרה 

המחבר  Tתבון במסלול (היחיד) בעץ 

אל  x. זהו מסלול מכוון מ yעם  xאת 

y  העובר דרךv כי ,x וy  של  עדיםהם

v יהי .u  הצומת הראשון במסלול

 Tתת העץ של  1Tויהי  vלאחר 

  .1Tמצא בעץ  y. הצומת u-המושרש ב

לא יוצאת קשת  1Tעליו להראות כי מ 

  .vאשר חולפת על פי 

יח בשלילה כי קיימת קשת כזו, 

 wze , כאשר ,z 1הוא צומת בT וw 

. vל א r-הוא צומת על המסלול מ

תבון כעת במסלול המורכב מתת 

  המסלולים הבאים:
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יש מסלול כזה כי  - zאל  yמ .1

  . 1Tשיהם שייכים ל 

הקשת  .2 wze , . 

יש מסלול כזה, כי  - xאל   wמ  .3

שי הצמתים מצאים על המסלול 

 .vאל  rמ  Tב

המסלול המורכב משלושת תת 

 xעם  yהמסלולים האלה, מחבר את 

   x-לכך שסתירה . vאך איו עובר ב

  .v צומתלעדים הם  y -ו

  מש"ל                     
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   :2מקרה הוכחת 

 , ביןמסלול,  Tבמקרה זה, יש ב 

. Gאת  פורש Tכי  yצומת ל x הצומת

הם  y-ו x, כי v-עובר ב המסלול 

, הצמתים 2uו  1u. יהיו vשל  עדים

, במסלול  vמשי צדדיו של הצומת 

 zהמושרש ב  T) תת העץ של 1T )2Tיהי 

)w והמכיל את (x )y.(  

קשת ת לא קיימעליו להוכיח כי 

או לא קיימת  1T-(אחורית) היוצאת מ

וחולפת על  2T-מ קשת אחורית היוצאת

. יח בשלילה כי קימות vפי הצומת 

שתי קשתות כאלה  111 , wze  ו

 222 , wze   יאשר חולפות על פv.  
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   :(המשך) 2מקרה הוכחת 

תבון כעת במסלול המורכב מתת 

  המסלולים הבאים:

יש מסלול כזה כי  - 1zאל  xמ .1

  . 1Tשיהם שייכים ל 

הקשת  .2 111 , wze  . 

יש מסלול כזה, כי  - 2wאל  1wמ  .3

שי הצמתים מצאים על המסלול 

 .vאל  rמ  Tב

הקשת  .4 222 , wze  . 

יש מסלול כזה כי  - yאל   2zמ  .5

  . 2Tשיהם שייכים ל 
המסלול המורכב מחמשת תת 

 yעם  xהמסלולים האלה, מחבר את 

ו  xלכך שסתירה . vאך איו עובר ב

y  ל ים עדהםv                    .מש"ל
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תת עץ של עץ  1Tיהי   כיוון שי:

DFS ,T  בגרףG.  יח כי1T  מושרש

היא קשת  uאל  v, הקשת מuצומת ב

וכי אין אף קשת אחורית  , Tשל 

 w . יהיvעל פי חולפת ה 1Tמצומת ב

  .Tבעץ  vאביו של 

ל  wראה כעת כי כל המסלולים בין 

u  בגרףG עוברים בצומת ,v כלומר ,

v הוא צומת הפרדה בG.  

, יש מסלול,  Gיח בשלילה כי ב

, אשר איו מכיל את uל wהעובר בין 

v תהי יהי .x  הצומת הראשון

  . vלבין  rאשר מצא בין  במסלול 
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ולכן  wגמר ב  שימו לב: המסלול 

, או צומת uהוא הצומת  xהצומת 

. תהי uלבין  rאחר המצא בין 

 xye , הקשת ב  המגיעה

  . xלצומת 

, מרכז הפעילות DFSבמהלך ביצוע 

wx(אם  wאל  xמתקדם מ   ,(

. לאחר uואחר כך אל  vמשם אל 

מכן, מרכז הפעילות ממשיך 

להתקדם, והוא מגיע אל כל הצמתים 

, בטרם יסוג חזרה וכל uהגישים מ 

 1Tצמתים הללו שייכים לעץ ה

  . uהמושרש ב
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 yבפרט, מרכז הפעילות מגיע אל 

, הקשת yובזמן שהוא ב xye , 

סרקת ומרכז הפעילות סוג מייד, 

  אפור.הוא  xמפי שצבעו של 

היא קשת  eבמלים אחרות: הקשת 

וחולפת  1Tאחורית היוצאת מצומת ב

  .סתירה. vעל פי 

Gמכאן או מסיקים: כל מסלולים ב

 vעוברים דרך הצומת  uלבין  w, בין 

  . Gב צומת הפרדההוא  vולכן 

  מש"ל                  
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  מסלול עוקף וצומת מוך 

המשפט שהוכחו, מהווה תאי הכרחי 

ומספיק לקביעה האם צומת ביים בעץ 

DFS  .הוא צומת הפרדה  

מסלול כדי לאפשר זיהוי יעיל, גדיר 

. לאחר מכן, וכיח  עוקף וצומת מוך

גרסה וספת, וחה יותר לחישוב, של 

  כלל צומת הבייים.
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  הגדרה  - מסלול עוקף 

יהי  EVG גרף לא מכוון בו בוצע  ,

DFS,  יהיT  עץ הDFS  ויהיVv 

   .Tצומת ביים ב

, , הוא מסלול מכוון, vמ מסלול עוקף

והמקיים אחד מן התאים  vהמתחיל ב

  הבאים:

  הוא ריק.  המסלול  .1

אין קשתות עץ ויש קשת  ב .2

 אחורית אחת. 

יש מספר קשתות עץ, בכיוון  ב .3

מעלה העץ, ואחריהן קשת 

 אחורית אחת.
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  הגדרה - ערך מוך 

יהי  EVG גרף לא מכוון בו בוצע  ,

DFS,  יהיT  עץ הDFS  ויהיVv 

   .Tת ביים בצומ

הערך גדיר את  ,Vv לכל צומת

 המסומן ב ,vשל  המוך vlow  , 

כצומת בעל זמן הגילוי,  vd ,

על ידי  vהמיימלי אליו אפשר להגיע מ

  מסלול עוקף.

  

המשפט הבא, מסביר את הקשר בין 

v ,הערך המוך של  vlow לבין זיהויו ,

  כצומת הפרדה: vשל 
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  משפט

יהי  EVG גרף לא מכוון בו בוצע  ,

DFS . יהיv ים בעץ החיפוש  צומתבי

T הצומת .v  אם  צומת הפרדההוא

יש קשת  Tורק אם ב uv, ת מהמכוו

v  אלu . ומתקיים   vdulow  .  

  הוכחה

 ו, אםלפי המשפט שהוכחv  הוא

צומת הפרדה אשר הוא צומת ביים 

 1Tיש תת עץ,  T, אז בעץ  Tבעץ 

u ,המושרש ב uve ,  היא קשת בעץ

T 1וצאת מואין קשת אחורית היT 

. בתאים אלה, vוחולפת על פי 

   vdulow                     מש"ל  
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   יח כעת כי uve ,  היא

ומתקיים   Tקשת בעץ 

   vdulow  .  

הוא צומת הפרדה  vעליו להוכיח כי 

איו צומת   .vיח בשלילה כי Gב

 Tתת העץ של  1Tהפרדה ויהי 

. לפי המשפט uהמושרש בצומת 

שהוכחו, יש קשת אחורית 

 xye ,  יאשר חולפת על פv ,

מצא  x, ו1Tהוא צומת ב yכלומר: 

יים: ומתק vאל  rעל המסלול מ

   vdwd   ,במצב זה .

     vdxdulow     .  

  מש"ל            סתירה 
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  כללים לזיהוי צמתי הפרדה

האלגוריתם שציג לזיהוי צמתי הפרדה 

פריקים, מסתמך על -ורכיבים אי

המשפטים שהוכחו. כדי לעשות זאת, 

האלגוריתם מבצע גרסה מחוזקת של 

DFS ציג את ציג . בטרם ,האלגוריתם

מחדש את שלושת הכללים שהוכחו 

  לזיהוי צמתי הפרדה.

או מיחים כי  EVG הוא גרף לא  ,

מכוון שמבצעים בו חיפוש לעומק החל 

הוא עץ החיפוש.  Tוכי  rמצומת 

  הכללים שהוכחו הם:
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  כלל השורש

הוא צומת  DFS Tשל עץ  rשורש 

1degהפרדה, אםם  rT.  

  כלל העלה

  איו צומת הפרדה. DFSעלה של עץ 

  כלל צומת הביים

. Tביים בעץ החיפוש  צומת vיהי 

אם ורק  צומת הפרדההוא  vהצומת 

יש קשת  Tאם ב uv, ת מהמכווv 

  ומתקיים. uאל 

   vdulow   
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   חישוב הצומת המוך

האלגוריתם לזיהוי צמתי הפרדה 

ומחשב לכל צומת את  DFSמשתמש ב

  הערך המוך כדלהלן:

וקובעים  vכאשר מגלים צומת  .1

  את זמן הגילוי, מבצעים גם:

    vdvlow   ,  

 . ריק מסלול עוקףזיהיו 

כאשר מסיירים בקשת  .2

 ,אחורית uv, :יםמעדכ   

                   udvlowvlow ,min  

  ללא מסלול עוקף זיהיו             

  קשת אחורית ובו קשתות עץ            

 יחידה.           
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  (המשך)  חישוב הצומת המוך

כאשר סוגים לאורך קשת עץ .3

 uv, :מבצעים 

      ulowvlowvlow ,min  

המסלול העוקף שזיהיו, מתחיל 

בקשת  uv,  וממשיך במסלול

העוקף אשר קבע את הצומת 

  . uהמוך של 
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זיהוי צמתי  –זיהוי צמתי הפרדה 

  בייים

האלגוריתם לזיהוי צמתי הפרדה, 

ובוסף, מחשב עבור  DFSמבצע 

כל צומת, את הערך המוך. הפעם 

האחרוה שהאלגוריתם מצא 

 uמכאשר סוגים היא  uבצומת 

 לאורך קשת עץ, vאל  uv, .

באותו רגע, החישוב של הערך 

כבר הושלם  uהמוך של הצומת 

 ואפשר לבדוק, האם

   vdulow   

  אם התשובה חיובית, מכריזים 

  כעל צומת הפרדה.  vעל 
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  זיהוי שורש העץ –זיהוי צמתי הפרדה 

הוא צומת הפרדה  DFSהשורש של עץ 

. כדי לזהות את 1אם דרגתו (בעץ) >

השורש כצומת הפרדה, מוסיפים לכל 

ת v למספר הבים של מוה ,v צומת

 vdout.  

, מתקדמים מן השורשבכל פעם ש

אם הבודקים   0vdout  ,ואם כן

  שורש העץ מזוהה כצומת הפרדה.

  

  הקוד הסופי מופיע בשקף הבא.
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  הקוד הישן
 uvisitDFS   /* u  סייר ב */ 

   timeud  
  
for each (  uAdjv  and  uv  )  
  if (   0vd )  /* v is new */       

 
 

   
   
       vvisitDFS   /*u  סייר ב */ 
   

 
          
        
  else /* v is not new */ 

   
  endif 
endfor 
   timeuf  

end /* v סיגה מ */ 
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  כצומת הפרדה זיהוי השורשקוד לתוספת 

  עץ:השורש טיפול בת) ו(במסגרלהלן 
 uvisitDFS   /* u  סייר ב */ 

     timeud  
                              

     ;udulow    
  foreach (  uAdjv ) and (  uv  ) 
      if   0vd   /* v  is new */  
 
 
 
       
   
        uv   
       vvisitDFS   /*v  /* סייר ב  
      
      else /* v  is not new */ 

     
  endif 
end foreach 
   timeuf  

end /* u  /* סיגה מ 
   

      if   1ud  and   0udegout
    u (root) is a CP  

  endif 
    udegout  

  0udegout  
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  צומת ביים כצומת הפרדה  זיהויקוד לתוספת 

  :טיפול בצומת בייים(במסגרת) להלן 
 uvisitDFS   /* u סייר ב-  */ 

   timeud
     udulowudegout  ;0   

foreach (  uAdjv ) and (  uv  )  
  if   0vd   /* v  is new */   
       if   1ud  and   0udegout  
    u (root) is a CP  

   endif 
        ;udegout     ;uv   
       vvisitDFS   /*v  /* סייר ב  
 
 
 
         
 
 
 
 
end foreach 
   timeuf  

end /* u  /* סיגה מ 

if   1ud  and    udvlow    
        u (intermediate) is a CP  
         endif 
            vlowulowulow ,min  
  else /* v  is not new */ 
          vdulowulow ,min   
  endif 
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  כוות האלגוריתם

כוות האלגוריתם ובעת מן 

  ו.חהמשפטים שהוכ

  

   האלגוריתם סיבוכיות

כל התוספות לאלגוריתם הן מאחר ש

  של פעולות קוסטטיות.

סיבוכיות האלגוריתם לזיהוי צמתי 

זהה  פריקים-איהפרדה ורכיבים 

  כלומר: DFSלסיבוכיות 

 |||| VEO   
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 פריקים- אימציאת צמתים ברכיבים 

כל צומת הפרדה מצא במספר רכיבים 

. קשתות הרכיב הן כל פריקים-אי

 שלהם מתיםצהששי הקשתות 

  .פריק-אימצאים באותו רכיב 

לרכיבים  Gחלק את צמתי הגרף כדי ל

פריקים משתמשים במחסית -אי

  צמתים לפי הכללים הבאים:

שורש העץ מכיסים את  .1

  למחסית. 

כאשר מגלים צומת חדש,  .2

 מכיסים את הצומת למחסית. 

כאשר מגלים קשת אחורית  .3

ומבצעים סיגה מיידית, לא 

 משים את מצב המחסית. 
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כאשר סוגים אל צומת אשר איו  .4

 צומת הפרדה, לא מבצעים דבר.

ומזהים  uאל  v-כאשר סוגים מ .5

הוא צומת הפרדה, מוציאים  uכי 

 vעד את כל הצמתים במחסית 

) מן המחסית ומדפיסים v(כולל 

, זהו הרכיב uביחד עם אותם 

 :שימו לב פריק שגיליו.-האי

 שאר במחסית. uהצומת 

כאשר האלגוריתם מסתיים,  .6

פולטים את כל הצמתים 

המצאים במחסית. זהו הרכיב 

 פריק האחרון.-האי
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  פריקים- אימציאת קשתות ברכיבים 

-איקשתות הגרף מתחלקות לרכיבים 

באופן יחיד. לכל קשת רכיב  פריקים

משלה. אם רוצים לזהות קשתות של 

  רכיב משתמשים במחסית קשתות.

מכיסים בכל פעם שמסיירים בקשת 

  .אותה למחסית

 vכאשר סוגים אל צומת הפרדה 

לאורך קשת עץ  wv,  מוציאים מן

את כל הקשתות עד הקשת המחסית 

 wv,  כל הקשתות שהוצאו מהוות

  יחיד. פריק-אירכיב 
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  סיכום

בהרצאה זו, הגדרו את המושגים 

פריקים - רכיבים איורדה צמתי הפ

  בגרף לא מכוון.

לאחר שהגדרו מושגים אלה, למדו 

 איך לחזק את אלגוריתם חיפוש לעומק

פריקים -כדי לזהות את הרכיבים האי

  של גרף לא מכוון.

סיבוכיות האלגוריתם הסופי, זהה 

  לסיבוכיות חיפוש לעומק.
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   זרימה רשתות: 10הרצאה 

 תופעות מעברעיות זרימה מטפלות בב

  כגון:  של "סחורות" מסוג כלשהו,

  זרימת וזלים בצרת.  .1

 העברת סחורות ברשת כבישים. .2

 ) ברשת.Packetsהעברת חבילות ( .3

 ועוד. .4

בהרצאה זו גדיר רשתות זרימה 

ופוקציות זרימה ווכיח קיום של 

  מספר תכוות של רשתות כאלה. 
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  מוטיבציה –רשת זרימה 

בטיפול בבעיות זרימה, איו 

במערכת בזמן המעבר מתעיים 

אשר  קיבול המערכתאלא אך ורק ב

מספר יחידות הזרימה מוגדר כ

המירבי אשר יכול  (למשל מכויות)

לעבור במערכת במהלך יחידת זמן 

  תוה (למשל שעה). 

במקרה פשוט ביותר בו טפל  או

ומגיעה אל חיד י ממקוריש זרימה 

ברצוו לפתח אלגוריתם  .יחידיעד 

שיקבל כקלט את תוי המערכת, 

ויחשב את כמות הסחורות הכוללת 

שאפשר להעביר מן המקור אל 

  .ביחידת זמן תוה הבור
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  קיבול הכבישובכביש זמן מעבר 

התן כביש כלשהו, ביצועי הכביש ב

והתועלת שהוא מביא קבעים על ידי 

  חשובים:שי פרמטרים 

הזמן הדרש  -  זמן המעבר .1

למכוית לעבור מתחילת הכביש 

  ועד סופו.

מספר המכויות  - קיבול הכביש  .2

ליחידת זמן אשר יכולות לעבור 

  בכביש. 
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  זמן מעבר בכביש וקיבול הכביש

לדוגמא מכוית צריכה בערך שעה 

אביב. שעה זו -לסיעה מחיפה אל תל 

אביב. -מחיפה אל תל זמן המעברהיא 

במשך שעה זו, מספר רב של מכויות, 

אשר יצאו מחיפה מוקדם יותר, יגיעו 

אביב. מספר המכויות המירבי, -אל תל

קיבול אשר יגיע אל תל אביב הוא 

 .כבישה

הקיבול יכול להיות שוה  שימו לב:

בחלקי כביש שוים, לדוגמא, מספר 

המכויות לדקה בקטע ישר, גדול 

ספר המכויות לדקה בהרבה ממ

  בסיבוב.
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  זמן מעבר במערכת וקיבול המערכת

מסים להכליל את מושגי כאשר או 

זמן המעבר והקיבול מכביש יחיד 

למערכת שלמה יש לשים לב כי 

לעתים, קיימים במערכת מספר 

  תיבים מן ממקור ליעד תוים.

מן המקור  אל  במערכת, זמן המעבר

 .בחר תלוי בתיב המסוים אשר ,היעד

במקרה כזה, אפשר לדון בזמן מעבר 

  .ממוצעאו בזמן מעבר  מיימלי

,  שווה למספר קיבול המערכת

המכויות המירבי, אשר יכול להגיע אל 

היעד במשך יחידת זמן שקבעת מראש 

 ותלוי בקיבולי כל הכבישים במערכת. 
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האלגוריתם יקבל את מספר  לדוגמא:

המכויות שיכולות לעבור בכל אחד 

מכבישי המערכת, ויחשב את מספר 

הגיע אל המכויות המירבי שיכול ל

  .במשך שעה אחת הבור
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  מידול –רשתות זרימה 

או מדל (ציג בעזרת מודל) תופעות 

. רשת זרימהזרימה על ידי גרף הקרוי 

במהלך המידול, שתמש בדוגמא של 

רשת תחבורה, המעבר לרשת תקשורת, 

דומה למערכת ציורות או כל מערכת 

  הוא פשוט ביותר.

במערכת הכבישים, ימודל על  צומתכל 

  . צומת בגרףידי 

במערכת הכבישים, ימודל על  כבישכל 

  .  קשת בגרףידי 

שיכולה לעבור כמות המכויות  .1

בכביש מסוים, תמודל על ידי 

של הקשת פוקצית קיבול 

 הממדלת את הכביש.
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  פוקצית הקיבול

לכל כביש קיים חסם עליון על 

מספר המכויות שיכול לעבור 

בכביש במשך שעה. הדרך שבה 

  אפשר למדוד זאת היא:

לדאוג להזרמת מכויות  .1

  מירבית בכביש.

כאשר התועה בכביש  .2

בעיצומה, יש  להציב מוה 

בקצה הכביש ולספור כמה 

מכויות עברו על פי המוה 

 במשך שעה.

מספר המכויות שעברו הוא  .3

מספר המכויות המירבי 

ש יכול להעביר במשך שהכבי

  שעה.
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  הגדרה -  רשתות זרימה

רשת זרימה,  tscEVG ,,,, כוללת:   

 גרף מכוון חסר לולאות עצמיות .1

וקשתות מקבילות  EVG , .  

, מוגדרת Eeלכל קשת  .2

 קיבול פוקציית ec ,REc : 

מתקיים  Eeכאשר לכל 

  0ec. 

  המקיים  sמקור צומת  .3

  0deg sin . 

  המקיים  tבור צומת  .4

  0deg tout.   
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  פוקציית זרימה

בידיו מצא עכשיו מודל של הרשת. 

כבישים אפשר להשתמש בכל רשת 

בהרבה אופים: לעתים אין תועה 

בכלל, לעתים התועה דלילה ולעתים 

  היא צפופה.

מאפשרת לו לתאר  פווקציית זרימה

או מיחים מצבים שוים של התועה. 

כי פוקצית הזרימה, מציית עבור כל 

, את מספר יחידות הזרימה eקשת 

  ביחידת זמן תוה. eהעוברות ב

פוקציית זרימה חוקית לאחר שגדיר 

ראה איך אפשר לחשב  וזרימה כוללת

(קיבול  הזרימה המירביתאת 

  .המערכת)
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  הערה -פוקציית זרימה 

או מטפלים אך ורק במצב בו הזרימה 

, e. במצב זה, לכל קשת יציבהברשת 

כסות אל מספר יחידות הזרימה אשר 

e  ,למספר שווה ביחידת זמן מסוימת

 eיוצאות מיחידות הזרימהת אשר 

  במשך אותה יחידת זמן.

איו מטפלים בתהליך המתחיל כאשר  

ואשר במהלכו הרשת ריקה הרשת 

  .מתמלאת
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  הגדרה -פוקציית זרימה 

רשת זרימה  בהתן ctsEVG ,,,, ,

כמות הזרימה בכל קשת תוה על ידי 

פוקצית זרימה  REf :.  

Ee ,כל קשת, ל ef  ת אתמציי

  , eמספר יחידות הזרימה העוברות ב 

במשך יחידת זמן קבועה מראש. יחידה 

זו, יכולה להיות שיה, דקה, יממה או 

כל יחידה אחרת שבה התועה שארת 

  .יציבה
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  חוקי הזרימה

פוקציה  REf תיקרא  :

אם זרימה חוקית  פוקציית

  מתקיימים חוק הקשת וחוק הצומת:

  חוק הקשת

Ee ,לכל קשת    ecef 0 .

כלומר, הזרימה בקשת איה עולה על 

  קיבול הקשת.

  חוק הצומת

לכל צומת  tsVv ,   

(1)         
 

 
 




wvevue

efef
,,

 

כלומר, סכום הזרימה על הקשתות 

שווה לסכום הזרימה על  vהכסות ל

  .  vקשתות היוצאות מ
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   הזרימה הכוללת ברשת

בהיתן רשת זרימה  ctsEVG ,,,, 

, הזרימה G ,fופוקציית זרימה ב

  תוגדר על ידי Gהכוללת ב

(2)     
 




tve

f efF
,

 

כלומר הזרימה הכוללת שווה למספר 

  הזרימה המגיעות אל הבור .יחידות 

  הבעיה החישובית שדון בה היא:

בהתן רשת זרימה  ctsEVG ,,,,  

כך  ,f חוקית, מצא פוקצית זרימה

היא  fFשהזרימה הכללית ברשת 

  מירבית.

  פרופסור עמוס ישראלי -  10אלגוריתמים ב' הרצאה מס' 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

 

365 
  
  

 
  

  חתכים ברשת זרימה

איטואיטיבית, חוק הצומת גורם לכך 

יחידות זרימה צבירת אפשרות לשאין 

בשום חלק של רשת הזרימה ולכן, 

יחידות מספר כאשר הרשת במצב יציב 

 (במקור) הכס אל הרשת הזרימה

היוצא יחידות הזרימה למספר  שווה

  .ר)(בבו ממה

ברשת חתך להלן גדיר את מושג ה

 זרימה ווכיח כי הטעה 

איטואיטיבית שיסחו כוה לא רק ה

אלא עבור כל חתך  ר והבורהמקועבור 

.ברשת
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  הגדרה -  חתכים ברשת זרימה

תהי  tscEVG ,,,,  רשת זרימה

VSותהי    תת קבוצה שלV 

  . Ss ,Stהמקיימת: 

לשתי  Vהחתך מחלק את  שימו לב:

SVS -ו S: זרותקבוצות    כאשר

Ss ,  SVtדורשים:   .  

סמן ב  SS את קבוצת הקשתות  :

SVאל צמתים ב Sמצמתים ב  .  

סמן ב  SS את קבוצת הקשתות   :

SVמצמתים ב    אל צמתים בS .  

המאוחדת, בשי  תקבוצת הקשתו

החתך המוגדר על הכיווים, קראת: 

  .Sידי 
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  קיבול של חתכים

תהי  ctsEVG רשת זרימה ותהי  ,,,,

f .קצית זרימה ברשתפו  

 Sהקיבול של גדיר את  Sלכל חתך 

ככמות הזרימה המירבית היתת 

אל הצמתים  ,Sמן הצמתים בלהזרמה 

SVב  :כלומר  

   
 




SSe

ecSc
:
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  זרימה בחתכים

תהי  ctsEVG רשת זרימה ותהי  ,,,,

f .קצית זרימה ברשתפו  

גורמת למעבר  f, הזרימה Sלכל חתך 

לבין הצמתים  S-זרימה בין הצמתים ב

 גדיר את הזרימה בחתך. S-ב SS, ,

 SSf כסכום הזרימה בקשתות  ,,

 פחות Sאל צמתים ב Sמצמתים ב

 Sסכום הזרימה בקשתות מצמתים ב

  .Sאל צמתים ב

   
 

 
 




SSeSSe

efefSSf
::

:  

שים לב כי הזרימה הכוללת ברשת 

חתך במוגדרת כזרימה  ttV :.  
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  למות החתך

שתי הלמות הבאות מביאות שתי 

תכוות בסיסיות של הקיבול והזרימה 

  בחתכי הרשת. 

 מראה כי לכל חתך ראשוההלמה ה

  ,ברשת SS,,  קצית זרימהולכל פו 

f ,הקיבול של  SS, חסם עליון , הוא

-בלזרימה  SS,.  

 הלמה השיה מראה כי לכל חתך ברשת

 SS, הזרימה בחתך , SS,  שוה

  .fFלזרימה הכוללת ברשת, 
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  1למה 

S, לכל חתך    SScSSf :: .  

  הוכחה

ההוכחה ובעת מיידית מן ההגדרות 

  ומחוק הקשת:

   
 

 
 




SSeSSe

efefSSf
::

:  

          
 

 Scec
SSe

 


0
:

 

  

  מש"ל                   
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  2למה 

S ,VSלכל חתך   , קציתולכל פו

  מתקיים: fזרימה חוקית 

   
 

 
 

f
SSeSSe

FefefSSf  
 ::

:  
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  הוכחה

, ציב Sלכל אחד מן הצמתים ב

  משוואה כדלהלן:

, שתמש בהגדרת tעבור הצומת 

   הזרימה הכוללת ברשת:

 
 




tve

f efF
,

  

מקיים  Sהצמתים בכל אחד משאר 

  את חוק הצומת

 
 

 
 




wvevue

efef
,,

  

ואם עביר מאגף אחד לשי קבל, עבור 

tSvכי כל צומת   :מקיים  

 
 

 
 




wvevue

efef
,,

0  
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  המשך - הוכחה

אם סכם את כל המשוואות הללו 

  קבל:

באגף השמאלי קבל  fF .כמבוקש  

   באגף הימי קבל:

 Sאל צומת ב Sכל קשת מצומת ב .1

תופיע פעמיים בסימים הפוכים 

  ולכן תבוטל. 

 Sאל צומת ב Sכל קשת מצומת ב .2

 . -תופיע אך ורק בסימן 

  אל צומת  Sכל קשת מצומת ב .3

  .    תופיע אך ורק בסימן  Sב 

  מש"ל
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  מסקה

פוקציית זרימה ברשת  f תהי 

 tscEVG ,,,,  אם מוצאים חתך .

  :המקיים Sברשת 

     ScfFSF   

אזי, הזרימה  fF .היא מירבית  

  הוכחה

הזרימה בכל אחד מחתכי  1לפי למה 

. בפרט, הזרימה בחתך fהרשת שווה ל

 SS , הזרימה 2. לפי למה fשווה ל  :

בחתך  SS חסומה מלמעלה על ידי  :

 Sc  ולכן, אין אפשרות לזרימה

  שערכה גדול יותר

  מש"ל    



  פרופסור עמוס ישראלי -  10אלגוריתמים ב' הרצאה מס' 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

 

375 
  
  

 
  

  זיהוי זרימה מירבית

הלמה האחרוה ותת לו מכשיר 

לבדיקה האם פוקציית זרימה תוה 

   היא זרימה מירבית.

הגדרה: תהי  tscEVG ,,,,  רשת

 S. חתך fזרימה עם פוקצית זרימה 

 אם מתקיים חתך רווי ברשת הוא 

   SScSSf :: .  

  

לא קיימת  בתאים אלה,שימו לב: 

fgהמקיימת  gפוקצית זרימה  FF .  

  (הוכיחו זאת!).
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  (המשך) זיהוי זרימה מירבית

  גם את ההיפך כלומר: אפשר להוכיח

  משפט 

היא פוקצית זרימה מירבית  fאם 

 ברשת  tscEVG ,,,, אזי ב-G  יש

  חתך רווי.

ההוכחה למשפט זה תתן בהמשך.
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  אלגוריתם ישיר

בדרך זו יש בידיו אלגוריתם ישיר 

  לקביעת הזרימה המירבית ברשת:

וחשב את  Sחתך ברשת ל כ עלעבור 

הקיבול שלו. החתך בעל הקיבול 

המיימלי יקבע את הזרימה המירבית 

מה סיבוכיות תרגיל: ברשת. 

  האלגוריתם?

זכרו, כל קבוצת צמתים המכילה  רמז:

מגדירה  tואשר איה מכילה את  sאת 

  חתך.

  

  סיכום

בהרצאה זו, הצגו את מודל רשתות 

  הזרימה ואת תכוותיהן. 
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   Fordהאלגוריתם של :11הרצאה 

   Fullkersonו

 ו בהרצאה זומשיך את טיפול

ברשתות זרימה ולמד את אלגוריתם 

Ford-Fulkerson  לחישוב זרימה

   מירבית ברשתות אלה.
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  קיבולים אפקטיביים ומסלולי שיפור

תהי  tscEVG רשת זרימה ותהי  ,,,,

f  קציית זרימה. לכל קשתפוEe ,  

שווה לכמות  eהקיבול האפקטיבי של 

  כלומר:  eהזרימה שאפשר להוסיף ל

   efec   

היא קשת שקיבולה  קשת רוויה

  . 0האפקטיבי הוא 

אל  sהוא מסלול מכוון מ מסלול שיפור

t .שבו אין אף קשת רוויה  
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  שיפור זרימה לאורך מסלול שיפור

הוא  היא פוקצית זרימה,  fיח כי 

הוא צומת בייים ב vו מסלול שיפור 

. תהיה  vue ,1   ו wve ,2  

מקיימת את  f. הזרימה קשתות ב

, כמות הזרימה ולכןחוק הצומת 

שווה לכמות הזרימה  vהכסת אל 

  היוצאת ממו.

אותה  2eוב 1eאם וסיף לזרימה ב

, חוק הצומת vכמות זרימה, עבור 

ישמר. מכאן, אם וסיף את אותה 

, חוק כמות הזרימה, לכל הקשתות ב

  הצומת ישמר בכל צמתי הרשת.

  פרופסור עמוס ישראלי -  11אלגוריתמים ב' הרצאה מס' 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

 

384 
  
  

 
  

  שיפור זרימה לאורך מסלול שיפור

ומסלול  fבהתן פוקצית זרימה 

, fאת הזרימה לחזק אפשר , שיפור 

הגדלת הזרימה בכמות שווה על ידי 

  .בכל אחת מקשתות המסלול 

של מסלול שיפור היא צואר הבקבוק 

הקשת שקיבולה האפקטיבי הוא 

    מיימלי.

 השיפור המירבי האפשרי לאורך 
קיבול האפקטיבי של צואר שווה ל

בדרך זו, צואר הבקבוק של . הבקבוק

 .הופך לקשת רוויה  

 sמאחר שמסלול השיפור מחבר את 

, הזרימה הכללית ברשת עולה tעם 

  .ול של צואר הבקבוק של בקיב
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  שימושיות לאחורקשתות 

לעתים יתכן מצב בו אין ברשת אף 

מסלול שיפור ובעת ובעוה אחת, אין 

ברשת אף חתך רווי. מצב זה גרם 

שר הזרימה ברשת קבעה על ידי כא

מסלולי שיפור בדרך שבה בכל  מספר

, יש tלבין  sאחד מן המסלולים, בין 

קשת רוויה, אולם הקשתות הרוויות 

  כולן, אין משלימות חתך רווי.
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  תבון ברשת הבאה: לדוגמא

  

יחידות במסלול  5תחילה זרים 

 tbbas   וקבל: ,,,

  

7/0

 b a  

5/05/05/0

8/0

s t 

 

5/5 5/5

7/0

 b a 

5/5

8/0

s t 
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  המשך שיפור הסרימה

, כלומר אין ברשת חתך רוויבמצב זה 

. מצד שי הזרימה איה מכסימלית

   :אין ברשת אף מסלול שיפור

tasבמסלול  , הקשת ,, as,  .רוויה

tbsובמסלול  הקשת  ,, tb, .רוויה  

  כדי לשפר זרימה או יכולים:

יחידות בקשת  5להזרים  .1 bi,. 

 .bבצומת  5וצר עודף זרימה  .2

) להפסיק להזריםלהזרים לאחור ( .3

יחידות בקשת  5 ba,. 

 .aצומת  5עודף זרימה וצר  .4

יחידות בקשת  5להזרים  .5 ta,. 

  וקבל את המצב הבא:
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במצב זה, החתך     tbbs הוא  ,:,

רווי (בדקו זאת) והזרימה ברשת 

  מרבית.

7/5

 b a  

5/55/05/5

8/5

s t 
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  הסבר

לשפר זרימה, על ידי הורדת הצלחו 

  זרימה בקשת מסוימת. 

עליו למצוא דרך להתיחס גם אל 

שיפורי זרימה שבמהלכם בחלק מן 

ובלבד  מקטיים את הזרימההקשתות 

  .תגדלברשת הזרימה הכוללת ש

להלן גדיר קשתות שימושיות לפים 

מסלול שיפור ולאחור ואחר כך גדיר 

  זרימה באופן פורמלי:
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  שיותקשתות שימו

אם  שימושית לפיםתיקרא  eקשת 

  אפשר להגביר את הזרימה בה כלומר:

   efec   

הוא  eשל  לפים הקיבול האפקטיבי

   efec   

אם  שימושית לאחורתיקרא  eקשת 

  אפשר להקטין את הזרימה בה כלומר:

  0ef  

הוא  eשל  לאחור הקיבול האפקטיבי

 ef.  

היא קשת המקיימת  eאם  שימו לב:

    0 efec  אזe  היא גם

  שימושית לפים וגם שימושית לאחור.
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  הגדרה מחודשת -מסלולי שיפור 

סדרת הוא מסלול שיפור זרימה 

tvvsצמתים  l ,,...,, 11  יבין כל ש .

  ומתקיים:קשת צמתים במסלול יש 

הקשת הראשוה בסדרה,  .1 1,vs  ,

 .sיוצאת מן הצומת 

הקשת האחרוה במסלול,  .2

 tvl ,1 סת אל הצומתכ ,t.  
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כל קשת אחרת בסדרה  .3 ii vv ,1 

   מקיימת:

אם הקשת  ii vv ,1  תמכוו

אז  ivאל הצומת  1iv מהצומת

  לפים. שימושיתהיא 

אם הקשת  ii vv ,1  תמכוו

.  אז 1ivאל הצומת   ivמהצומת 

  .ית לאחורששימוהיא 
  

של מסלול שיפור היא צואר הבקבוק 

הקשת שקיבולה האפקטיבי הוא 

  מיימלי.
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  Fulkersonו  Fordהאלגוריתם של 

קבע זרימה התחלתית Eeלכל קשת 

  0ef  

  חזור

 tאל  sמצא מסלול שיפור מ .1

על כל  BFSעל ידי ביצוע 

  הקשתות השימושיות. 

שפר את הזרימה לאורך  .2

  מסלול השיפור שמצאת.

  שלא קיים מסלול שיפור וסף. עד
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  סיום האלגוריתם 

והזרימות הם אך ורק אם הקיבולים 

מספרים טבעיים, אפשר להוכיח כי 

האלגוריתם מסתיים, שכן בכל 

איטרציה, הזרימה הכללית משתפרת 

במספר שלם. לאחר מספר סופי של 

איטרציות, מתקבלת זרימה כללית 

השווה לקיבול החתך המיימלי. זרימה 

  כזו היא מירבית ואיה יתת לשיפור.

ה להיות במקרה זה, הסיבוכיות יכול

תלויה בערך הקיבולים, ולא רק בגודל 

הרשת. אם מתירים קיבולים ממשיים 

כלשהם, סיום האלגוריתם, כפי 

  שהוגדר עד כה, איו מובטח.
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  קיום החתך הרווי ומציאתו -כוות 

כדי להוכיח כי האלגוריתם כון, עליו 

להוכיח כי לאחר סיום האלגוריתם, 

  הזרימה הכוללת היא מירבית.

טעה זו ובעת מיידית מן הלמה 

  הבאה:

  

  למה

   Fordלאחר סיום אלגוריתם 

  , יש ברשת חתך רווי.Fullkersonו 

כפי שהוכחו, הזרימה לב: - שימו

בחתך הרווי שווה לזרימה הכוללת 

  בגרף.
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  הוכחה

ושתמש  sעל הרשת החל מ BFSבצע 

רק בקשתות שימושיות. לא יתכן שגיע 

  , כי אין ברשת מסלולי שיפור.tל

מכילה את כל הצמתים  Sהקבוצה 

שהגעו אליהם במהלך החיפוש. כל 

אין שימושיות  Sאל  Sהקשתות מ

ולכן  SS          הוא חתך רווי. :

  מש"ל
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  וכיות סיב

, גדיר אורך של מסלול שיפור, 

  . כמספר הקשתות ב 

) Edmonds) ואדמודס (Karpקרפ (

להבטיח את סיום  הוכיחו כי אפשר

מסלולי על ידי מציאת  האלגוריתם

  השיפור, בסדר עולה של אורכיהם. 

בדרך זו (על ידי הפעלת כי להלן וכיח 

BFS  ,על כל הקשתות השימושיות

  סיבוכיות האלגוריתם היא 

 2|||| EV 
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 Residualהרשת השיורית (

Network(  

תהי  tscEVG ,,,, .רשת זרימה  

 הרשת השיורית tscEVG fff ,,,, 

היא רשת זרימה המוגדרת על אותו 

מכילה  fEגרף אולם קבוצת הקשתות 

והקיבול  קשתות שימושיותרק 

  מוגדר בהתאם. fcהשיורי 

רשת שיורית בהתן 

 tscEVG fff ,,,,  גדיר את

המרחק השיורי  vuf ,  כמספר

לבין  uהקשתות במסלול מיימלי בין 

v .  
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  למה

אם מריצים את אלגוריתם אדמודס 

tsVvקרפ אז לכל צומת  ,  ,

v אל  s המרחק מ vuf , , גדל לאחר

  כל שיפור זרימה.

  הוכחה

יח בשלילה כי קיים צעד שיפור 

 f'ל  fהמשפר את הזרימה מ 

וקיימים צמתים שהמרחק אליהם 

קטן, כלומר    vsvs ff ,, '   עבור

  .vצומת כלשהו 

קבוצת הצמתים שמרחקם  Dתהי 

 Dב  vיהי גדל ו sהשיורי מן הצומת 

אליו השיורי שהמרחק  vsf ,' הוא 

   .Dמבין הצמתים ב  מיימלי
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  במצב זה מתקיים:

       ususvsus ffff ,,,, '''  
  

vאל  sמ   G'ב  מסלול מיימלי, p'יהי 

 p'במסלול  vהצומת הקודם ל  uויהי , 

ברור כי .   ', fEvu    

  ולכן:

    1,, ''  vsus ff  .  

 מן המסקה הקודמת ובע כי

   usus ff ,, '  .  

  תבון במקרים הבאים:
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: 1מקרה    vucvuf ,,   

 במקרה זה

   
 
 vs

us

usvs

f

f

ff

,

1,

1,,

'

'









 

  .סתירה

  

: 2מקרה    vucvuf ,,   

במקרה זה, הקשת  vu,  מופיעה בfE 

  אך ורק כקשת שימושית לאחור.

  :מכאן ובע

1.    fEuv , . 

2.   fEvu , . 
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מאחר שתון כי   ', fEvu  אפשר ,

להסיק כי הזרימה בקשת  vu,  ירדה

 f פוקצית הזרימהבמהלך המעבר מ

. במצב זה אפשר f' פוקצית הזרימהל

שת  להסיק כי הק uv,  מצאת על

מסלול השיפור שהאלגוריתם בחר 

. f'לזרימה  fהזרימה  מןבמעבר 

מאחר שהאלגוריתם בוחר את מסלולי 

, אפשר BFSהשיפור על ידי ביצוע 

להסיק כי הקשת   uv,  מצאת על

אל  sמן הצומת מסלול קצר ביותר 

  . fGברשת השיורית  uהצומת 
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  מכאן ובע כי

    1,,  vsus ff   

  

  במקרה זה מתקיים:

   
 
 
 vs

vs
us

usvs

f

f

f

ff

,

2,
1,

1,,

'

'

'













 

 סתירה.

מאחר שהגעו לסתירה, אפשר להסיק 

מתקיים  Vvכי לכל 

   vsvs ff ,, '   

 מש"ל

  פרופסור עמוס ישראלי -  11אלגוריתמים ב' הרצאה מס' 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

 

404 
  
  

 
  

 משפט

מספר מסלולי השיפור באלגוריתם 

אדמודס קרפ הוא לכל היותר 

 |||| EV.  

  

  הוכחה

קשת  vu,  ברשת השיוריתfG  היא

במסלול שיפור  )צואר בקבוק( קריטית

אם לאחר השיפור היא  p'קצר ביותר 

  מחקת מן הקשת השיורית.

בכל איטרציה של האלגוריתם מוצאים 

מסלול שיפור ובכל מסלול שיפור יש 

  לפחות קשת קריטית אחת.

או חסום את מספר האיטרציות 

שהאלגוריתם מבצע (ואת סיבוכיות 
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וריתם) על ידי חישוב חסם על האלג

מספר הפעמים בהם כל קשת יכולה 

  להיות קריטית. 

תהי   Evu ,  קשת כלשהי ברשת

ת בה הקשת הרשת השיורי fGתהי ו

 vu, ה היא קריטיתבפעם הראשו.  

 במצב זה מתקיים:

    1,,  usvs ff .  

מפסיקה כל קשת שהיתה קריטית 

עד שהזרימה להופיע ברשת השיורית 

(כתוצאה מהזרמה לאחור).  יורדת.בה 

הרשת השיורית שבה מתרחש  fG'תהי 

השיפור בעקבותיו הקשת  vu, 

  מופיעה שוב ברשת השיורית. 
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בתאים אלה הקשת  uv,  מופיעה על

מסלול השיפור המחושב על ידי 

 ,fG'האלגוריתם במהלך החישוב על 

  ומתקיים     1,, ''  vsus ff .  

מאחר שלפי הלמה 

   vsvs ff ,, '   

  קבל

   
 
  2,

1,

1,, ''







us

vs

vsus

f

f

ff







 

קבל כי בכל פעם ש  vu, הופכת 

מן  uקריטית המרחק של  להיות

  .2בלפחות המקור גדל 
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מכאן: הקשת  vu,  יכולה להיות

קריטית לכל היותר  ||V .פעמים  

מכיון שהחשבון כון לכל קשת ובכל 

מסלול שיפור לפחות קשת אחת הופכת 

להיות לא קריטית. מספר מסלולי 

האפשרי הוא השיפור  |||| VEO.  

  מש"ל.
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צדדי - זיווג  בגרף דו :12הרצאה 

)Matching in Bi Partite Graphs (  

הוא גרף  גרף דו צדדי  EVB , 

  המקיים:

לשתי  Vאפשר לחלק את הקבוצה 

וכל קשת בגרף  W -ו  Uקבוצות זרות 

, לבין  Uמחברת בין צומת בקבוצה 

  . במלים אחרות: Wצומת בקבוצה 

1. WUV  ,WU  . 

  ,Eeלכל  .2

  wue , ,Uu ,Ww  

   

  פרופסור עמוס ישראלי -  12אלגוריתמים ב' הרצאה מס' 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

 

412 
  
  

 
  

   )Matching( זיווג

זיווג בגרף   EVG ,  הוא קבוצת

EMקשתות    ן חולקות אףאשר אי

  צומת משותף.

  מכסימום  זיווג

              )atchingaximum MM(  

הוא זיווג שמספר הקשתות בו הוא 

  מרבי. 

aximal M(מכסימלי  זיווג

atchingM(  

הוא זיווג שאי אפשר להוסיף לו אף 

  קשת מהגרף.

  שימו לב להבדל בין שתי ההגדרות.

ציג אלגוריתם לחישוב בהרצאה זו 

  צדדי.-זיווג מכסימום בגרף דו
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האלגוריתם שציג, משתמש 

   באלגוריתם זרימה כשגרה.
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  קיבולים אפקטיביים ומסלולי שיפור

תהי  tscEVG רשת זרימה ותהי  ,,,,

f  קציית זרימה. לכל קשתפוEe ,  

שווה לכמות  eהקיבול האפקטיבי של 

  כלומר:  eהזרימה שאפשר להוסיף ל

   efec   

היא קשת שקיבולה  קשת רוויה

  . 0האפקטיבי הוא 

אל  sהוא מסלול מכוון מ מסלול שיפור

t .שבו אין אף קשת רוויה  
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  שיפור זרימה לאורך מסלול שיפור

הוא  היא פוקצית זרימה,  fיח כי 

הוא צומת בייים ב vו מסלול שיפור 

. תהיה  vue ,1   ו wve ,2  

מקיימת את  f. הזרימה קשתות ב

, כמות הזרימה ולכןחוק הצומת 

שווה לכמות הזרימה  vהכסת אל 

  היוצאת ממו.

אותה  2eוב 1eאם וסיף לזרימה ב

, חוק הצומת vכמות זרימה, עבור 

ישמר. מכאן, אם וסיף את אותה 

, חוק כמות הזרימה, לכל הקשתות ב

  רשת.הצומת ישמר בכל צמתי ה

  פרופסור עמוס ישראלי -  12אלגוריתמים ב' הרצאה מס' 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

 

416 
  
  

 
  

  שיפור זרימה לאורך מסלול שיפור

ומסלול  fבהתן פוקצית זרימה 

, fאת הזרימה לחזק אפשר , שיפור 

הגדלת הזרימה בכמות שווה על ידי 

  .בכל אחת מקשתות המסלול 

מסלול שיפור היא של צואר הבקבוק 

הקשת שקיבולה האפקטיבי הוא 

    מיימלי.

 השיפור המירבי האפשרי לאורך 
קיבול האפקטיבי של צואר שווה ל

בדרך זו, צואר הבקבוק של . הבקבוק

 .הופך לקשת רוויה  

 sמאחר שמסלול השיפור מחבר את 

, הזרימה הכללית ברשת עולה tעם 

  .בקיבול של צואר הבקבוק של 
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  שימושיות לאחורקשתות 

לעתים יתכן מצב בו אין ברשת אף 

מסלול שיפור ובעת ובעוה אחת, אין 

ברשת אף חתך רווי. מצב זה גרם 

שר הזרימה ברשת קבעה על ידי כא

י שיפור בדרך שבה בכל מסלול מספר

, יש tלבין  sאחד מן המסלולים, בין 

קשת רוויה, אולם הקשתות הרוויות 

  כולן, אין משלימות חתך רווי.
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  תבון ברשת הבאה: לדוגמא

  

יחידות במסלול  5תחילה זרים 

 tbbas   וקבל: ,,,

  

7/0

 b a  

5/05/05/0

8/0

s t 

 

5/5 5/5

7/0

 b a 

5/5

8/0

s t 
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  המשך שיפור הסרימה

, כלומר אין ברשת חתך רוויבמצב זה 

. מצד שי הזרימה איה מכסימלית

   :אין ברשת אף מסלול שיפור

tasבמסלול  , הקשת ,, as,  .רוויה

tbsובמסלול  הקשת  ,, tb, .רוויה  

  כדי לשפר זרימה או יכולים:

יחידות בקשת  5להזרים  .1 bi,. 

 .bבצומת  5וצר עודף זרימה  .2

) להפסיק להזריםלהזרים לאחור ( .3

יחידות בקשת  5 ba,. 

 .aצומת  5עודף זרימה וצר  .4

יחידות בקשת  5להזרים  .5 ta,. 

  וקבל את המצב הבא:
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במצב זה, החתך     tbbs הוא  ,:,

רווי (בדקו זאת) והזרימה ברשת 

  מרבית.

7/5

 b a  

5/55/05/5

8/5

s t 
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  הסבר

לשפר זרימה, על ידי הורדת הצלחו 

  זרימה בקשת מסוימת. 

עליו למצוא דרך להתיחס גם אל 

שיפורי זרימה שבמהלכם בחלק מן 

ובלבד  מקטיים את הזרימההקשתות 

  .תגדלברשת הזרימה הכוללת ש

להלן גדיר קשתות שימושיות לפים 

מסלול שיפור ר כך גדיר ולאחור ואח

  זרימה באופן פורמלי:
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  קשתות שימושיות

אם  שימושית לפיםתיקרא  eקשת 

  אפשר להגביר את הזרימה בה כלומר:

   efec   

הוא  eשל  לפים הקיבול האפקטיבי

   efec   

אם  שימושית לאחורתיקרא  eקשת 

  אפשר להקטין את הזרימה בה כלומר:

  0ef  

הוא  eשל  לאחור הקיבול האפקטיבי

 ef.  

היא קשת המקיימת  eאם  שימו לב:

    0 efec  אזe  היא גם

  שימושית לפים וגם שימושית לאחור.
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  הגדרה מחודשת -מסלולי שיפור 

סדרת הוא מסלול שיפור זרימה 

tvvsצמתים  l ,,...,, 11  יבין כל ש .

  ומתקיים:קשת צמתים במסלול יש 

הקשת הראשוה בסדרה,  .1 1,vs  ,

 .sיוצאת מן הצומת 

הקשת האחרוה במסלול,  .2

 tvl ,1 סת אל הצומתכ ,t.  
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כל קשת אחרת בסדרה  .3 ii vv ,1 

   מקיימת:

אם הקשת  ii vv ,1  תמכוו

אז  ivאל הצומת  1iv מהצומת

  לפים. שימושיתהיא 

אם הקשת  ii vv ,1  תמכוו

.  אז 1ivאל הצומת   ivמהצומת 

  .ית לאחורששימוהיא 
  

של מסלול שיפור היא צואר הבקבוק 

הקשת שקיבולה האפקטיבי הוא 

  מיימלי.
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  Fulkersonו  Fordהאלגוריתם של 

קבע זרימה התחלתית Eeלכל קשת 

  0ef  

  חזור

 tאל  sמצא מסלול שיפור מ .1

על כל  BFSעל ידי ביצוע 

  הקשתות השימושיות. 

שפר את הזרימה לאורך  .2

  מסלול השיפור שמצאת.

  שלא קיים מסלול שיפור וסף. עד
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  וריתם סיום האלג

אם הקיבולים והזרימות הם אך ורק 

מספרים טבעיים, אפשר להוכיח כי 

האלגוריתם מסתיים, שכן בכל 

איטרציה, הזרימה הכללית משתפרת 

במספר שלם. לאחר מספר סופי של 

איטרציות, מתקבלת זרימה כללית 

השווה לקיבול החתך המיימלי. זרימה 

  כזו היא מירבית ואיה יתת לשיפור.

זה, הסיבוכיות יכולה להיות  במקרה

תלויה בערך הקיבולים, ולא רק בגודל 

הרשת. אם מתירים קיבולים ממשיים 

כלשהם, סיום האלגוריתם, כפי 

  שהוגדר עד כה, איו מובטח.
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  קיום החתך הרווי ומציאתו -כוות 

כדי להוכיח כי האלגוריתם כון, עליו 

להוכיח כי לאחר סיום האלגוריתם, 

  ללת היא מירבית.הזרימה הכו

טעה זו ובעת מיידית מן הלמה 

  הבאה:

  

  למה

   Fordלאחר סיום אלגוריתם 

  , יש ברשת חתך רווי.Fullkersonו 

כפי שהוכחו, הזרימה לב: - שימו

בחתך הרווי שווה לזרימה הכוללת 

  בגרף.
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  הוכחה

ושתמש  sעל הרשת החל מ BFSבצע 

רק בקשתות שימושיות. לא יתכן שגיע 

  , כי אין ברשת מסלולי שיפור.tל

מכילה את כל הצמתים  Sהקבוצה 

שהגעו אליהם במהלך החיפוש. כל 

אין שימושיות  Sאל  Sהקשתות מ

ולכן  SS          הוא חתך רווי. :

  מש"ל
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  סיבוכיות 

, גדיר אורך של מסלול שיפור, 

  . כמספר הקשתות ב 

) Edmonds) ואדמודס (Karpקרפ (

להבטיח את סיום  הוכיחו כי אפשר

מסלולי על ידי מציאת  האלגוריתם

  השיפור, בסדר עולה של אורכיהם. 

בדרך זו (על ידי הפעלת כי להלן וכיח 

BFS  ,על כל הקשתות השימושיות

  סיבוכיות האלגוריתם היא 

 2|||| EV 
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 Residualהרשת השיורית (

Network(  

תהי  tscEVG ,,,, .רשת זרימה  

 הרשת השיורית tscEVG fff ,,,, 

היא רשת זרימה המוגדרת על אותו 

מכילה  fEגרף אולם קבוצת הקשתות 

והקיבול  קשתות שימושיותרק 

  מוגדר בהתאם. fcהשיורי 

רשת שיורית בהתן 

 tscEVG fff ,,,,  גדיר את

המרחק השיורי  vuf ,  כמספר

לבין  uהקשתות במסלול מיימלי בין 

v .  
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  למה

אם מריצים את אלגוריתם אדמודס 

tsVvקרפ אז לכל צומת  ,  ,

v אל  s המרחק מ vuf , , גדל לאחר

  שיפור זרימה.כל 

  הוכחה

יח בשלילה כי קיים צעד שיפור 

 f'ל  fהמשפר את הזרימה מ 

וקיימים צמתים שהמרחק אליהם 

קטן, כלומר    vsvs ff ,, '   עבור

  .vצומת כלשהו 

קבוצת הצמתים שמרחקם  Dתהי 

 Dב  vיהי גדל ו sהשיורי מן הצומת 

אליו השיורי שהמרחק  vsf ,' הוא 

   .Dמבין הצמתים ב  מיימלי
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  במצב זה מתקיים:

       ususvsus ffff ,,,, '''  
  

vאל  sמ   G'ב  מסלול מיימלי, p'יהי 

 p'במסלול  vהצומת הקודם ל  uויהי , 

ברור כי .   ', fEvu    

  ולכן:

    1,, ''  vsus ff  .  

 מן המסקה הקודמת ובע כי

   usus ff ,, '  .  

  תבון במקרים הבאים:
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: 1מקרה    vucvuf ,,   

 במקרה זה

   
 
 vs

us

usvs

f

f

ff

,

1,

1,,

'

'









 

  .סתירה

  

: 2מקרה    vucvuf ,,   

במקרה זה, הקשת  vu,  מופיעה בfE 

  אך ורק כקשת שימושית לאחור.

  :מכאן ובע

1.    fEuv , . 

2.   fEvu , . 
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מאחר שתון כי   ', fEvu  אפשר ,

להסיק כי הזרימה בקשת  vu,  ירדה

 f פוקצית הזרימהבמהלך המעבר מ

. במצב זה אפשר f' פוקצית הזרימהל

להסיק כי הקשת   uv,  מצאת על

מסלול השיפור שהאלגוריתם בחר 

. f'לזרימה  fהזרימה  מןבמעבר 

אחר שהאלגוריתם בוחר את מסלולי מ

, אפשר BFSהשיפור על ידי ביצוע 

להסיק כי הקשת   uv,  מצאת על

אל  sמן הצומת מסלול קצר ביותר 

  . fGברשת השיורית  uהצומת 
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  מכאן ובע כי

    1,,  vsus ff   

  

  במקרה זה מתקיים:

   
 
 
 vs

vs
us

usvs

f

f

f

ff

,

2,
1,

1,,

'

'

'













 

 סתירה.

מאחר שהגעו לסתירה, אפשר להסיק 

מתקיים  Vvכי לכל 

   vsvs ff ,, '   

 מש"ל
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 משפט

מספר מסלולי השיפור באלגוריתם 

אדמודס קרפ הוא לכל היותר 

 |||| EV.  

  

  הוכחה

קשת  vu,  ברשת השיוריתfG  היא

במסלול שיפור  )צואר בקבוק( קריטית

אם לאחר השיפור היא  p'קצר ביותר 

  מחקת מן הקשת השיורית.

בכל איטרציה של האלגוריתם מוצאים 

לול שיפור יש מסלול שיפור ובכל מס

  לפחות קשת קריטית אחת.

או חסום את מספר האיטרציות 

שהאלגוריתם מבצע (ואת סיבוכיות 
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האלגוריתם) על ידי חישוב חסם על 

מספר הפעמים בהם כל קשת יכולה 

  להיות קריטית. 

תהי   Evu ,  קשת כלשהי ברשת

ת בה הקשת הרשת השיורי fGתהי ו

 vu, ה היא קריטיתבפעם הראשו.  

 במצב זה מתקיים:

    1,,  usvs ff .  

מפסיקה כל קשת שהיתה קריטית 

עד שהזרימה להופיע ברשת השיורית 

(כתוצאה מהזרמה לאחור).  יורדת.בה 

הרשת השיורית שבה מתרחש  fG'תהי 

השיפור בעקבותיו הקשת  vu, 

  מופיעה שוב ברשת השיורית. 
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בתאים אלה הקשת  uv,  מופיעה על

מסלול השיפור המחושב על ידי 

 ,fG'האלגוריתם במהלך החישוב על 

  ומתקיים     1,, ''  vsus ff .  

מאחר שלפי הלמה 

   vsvs ff ,, '   

  קבל

   
 
  2,

1,

1,, ''







us

vs

vsus

f

f

ff







 

קבל כי בכל פעם ש  vu, הופכת 

מן  uקריטית המרחק של  להיות

  .2בלפחות המקור גדל 
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מכאן: הקשת  vu,  יכולה להיות

קריטית לכל היותר  ||V .פעמים  

מכיון שהחשבון כון לכל קשת ובכל 

מסלול שיפור לפחות קשת אחת הופכת 

להיות לא קריטית. מספר מסלולי 

השיפור האפשרי הוא  |||| VEO.  

  מש"ל.


